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ABSTRACT 

Word of mouth marketing based on community brands makes companies target communities 

that are in accordance with product characteristics so that word of mouth marketing becomes 

more effective. This thesis focuses on modeling and analyzing word of mouth marketing based on 

brand community. Model consists of five variables, namely Susceptible, Infected, Community, 

Positive, and Negative. The model is analyzed by determining the equilibrium point which 

produces two equilibrium points, namely the equilibrium point obtained when there are no 

infected individuals and the equilibrium point obtained when there are infected individuals. The 

simulation uses data that has been obtained from one of the companies in Indonesia, with the basic 

reproduksi number is 950,1458877. 

Keywords : Word Of Mouth, Mathematic Modelling, Equilibrium. 

ABSTRAK 

Pemasaran word of mouth berbasis brand community membuat perusahaan menargetkan 

komunitas-komunitas yang sesuai dengan karakteristik produk yang membuat pemasaran word of 

mouth menjadi lebih efektif. Penelitian ini berfokus pada pemodelan dan analisis pemasaran word 

of mouth berbasis brand community. Model terdiri dari lima variabel yaitu Susceptible, Infected, 

Community, Positive, dan Negative. Model dianalisis dengan menentukan titik kesetimbangan 

yang menghasilkan dua titik kesetimbangan yaitu titik kesetimbangan yang didapatkan saat tidak 

ada individu terinfeksi dan titik kesetimbangan yang didapatkan saat terdapat individu terinfeksi. 

Simulasi menggunakan data yang telah diperoleh dari salah satu perusahaan di Indonesia, dengan 

nilai bilangan reproduksi dasar sebesar 950,1458877. 

Kata kunci: Word Of Mouth, Pemodelan Matematika, Titik Kesetimbangan. 

 1. PENDAHULUAN 

Pemasaran word of mouth merupakan strategi pemasaran yang dilakukan oleh pelanggan dengan 

memberikan komentar positif ataupun komentar negatif dari produk yang telah digunakan kepada calon 

pelanggan ataupun pelanggan lainnya. Komentar positif yang diberikan dapat berupa kelebihan produk atau 

kepuasan yang dirasakan oleh pelanggan dalam penggunaan produk, sedangkan komentar negatif yang 

diberikan berupa kekecewaan yang dirasakan pelanggan dalam menggunakan produk. Menurut Kotler dan 

Keller (2009), word of mouth merupakan suatu komunikasi yang dilakukan secara langsung atau melalui media 

elektronik antar masyarakat. Menurut Hasan (2010), word of mouth merupakan komentar, wawasan, atau 

rekomendasi pelanggan tentang pengalaman pelanggan atas layanan jasa atau barang yang mereka beli. 

Tentunya pelanggan tidak akan mau memberikan komentarnya apabila produk tidak memiliki kualitas yang 
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baik. Sehingga dalam menggunakan strategi ini, perusahaan harus lebih berfokus pada peningkatan kualitas dari 

produk yang dimiliki perusahaan tersebut. 

Brand community merupakan kumpulan orang-orang yang menyukai minat yang sama terhadap suatu 

brand tertentu. Dalam penelitian ini, perusahaan X membentuk komunitas yang beranggotakan pelanggan-

pelanggan yang sebelumnya telah membeli produk. Meskipun beranggotakan pelanggan yang telah menyukai 

produk bukan berarti pelanggan-pelanggan tersebut hanya memberikan komentar positif, tetapi terdapat 

komentar negatif yang dikarenakan perubahan kebijakan dari perusahaan, harga produk yang naik, dan hal lain 

yang tidak disukai pelanggan. Menurut Fajar Martha Kusuma (2010), Brand Community memiliki pengaruh 

dalam loyalitas pelanggan. Strategi word of mouth dapat digunakan dalam suatu brand community, dimana 

pelanggan yang menyukai produk dan telah tergabung dalam brand community memberikan rekomendasi 

produk kepada orang lain. Hal ini membuat strategi word of mouth berbasis brand community memiliki 

kelebihan yaitu dapat menjaga loyalitas pelanggan dan dapat menarik pelanggan baru. 

Penelitian ini akan membahas model matematika untuk melakukan analisis terhadap penyebaran word of 

mouth berbasis brand community. Data yang digunakan untuk melakukan simulasi numerik menggunakan data 

penjualan dari perusahaan X. Model matematika yang dibangun merupakan pengembangan dari model 

matematika Hennie Husniah, Aprillya R. Lanz, Asep K. Supriatna (2019). Model matematika tersebut akan 

ditambahkan satu variabel yaitu variabel brand community sehingga model matematika tersebut akan menjadi 

model SICPN yang terdiri dari variabel Susceptible, variabel Infected, variabel Community, variabel Positive, 

variabel Negative. Variabel Susceptible menandakan terdapat populasi yang menjadi target pasar perusahaan. 

Variabel Infected menandakan terdapat populasi yang membeli produk. Variabel Community menandakan 

terdapat populasi yang loyal terhadap produk. Variabel Positive menandakan terdapat populasi yang berkomentar 

positif terhadap produk. Variabel Negatif menandakan terdapat populasi yang berkomentar negatif terhadap 

produk. Dengan adanya penelitian ini diharapkan dapat memberikan wawasan kepada perusahaan mengenai alur 

terjadinya pembelian sampai menjadi pelanggan loyal yang memberikan komentarnya. Kemudian model SICPN 

akan dianalisis kestabilannya dan dilakukan analisis sensitivitas. Selanjutnya model SICPN tersebut akan 

dilakukan simulasi numerik dengan menggunakan bantuan software maple. 

 2. METODE PENELITIAN 

2.1 Pemasaran Word Of Mouth 

Pemasaran word of mouth adalah suatu pernyataan positif atau negatif yang dibuat oleh pengalaman pelanggan 

tentang suatu produk atau merek, yang tersedia untuk banyak orang yang menggunakan internet (Hennig- et al, 

2004). Percakapan informal dan rekomendasi tentang produk dari pelanggan kepada calon pelanggan membuat 

pengaruh besar pada penjualan (Miroslav & Ivan, 2010). Menurut studi yang dilakukan oleh Mckinsey & Co, 

67% penjualan barang di Amerika Serikat didasarkan pada word of mouth. Ini menggambarkan bagaimana 

pentingnya pemasaran word of mouth bagi perusahaan-perusahaan di Amerika Serikat. 

2.2 Persamaan Diferensial 

Definisi 2.2.1 Persamaan diferensial yang melibatkan turunan variabel tak bebas terhadap satu variabel bebas 

disebut sebagai persamaan diferensial biasa, sedangkan persamaan diferensial yang melibatkan turunan variabel 

tak bebas terhadap dua atau lebih variabel bebas disebut sebagai persamaan diferensial parsial (Ross, 1984). 

Persamaan diferensial linear dapat dituliskan sebagai berikut: 

 

 dnx dn−1x dx 

 an dtn + an−1 dtn−1 + ... + a1 dt + a0x = 0 (2..1) 

Sehingga dari persamaan (2.1), persamaan diferensial dapat disebut linear jika memenuhi: 

1. Variabel terikat dan turunannya merupakan diferensial berderajat satu. 

2. Masing-masing koefisien hanya bergantung pada satu variabel bebas. 
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3. Tidak mengandung bentuk perkalian antara sebuah variabel terikat dengan variabel terikat lainnya. 

Sedangkan, persamaan diferensial yang bukan persamaan diferensial linear adalah persamaan diferensial tak 

linear. 

2.3 Sistem Persamaan Diferensial 

Secara umum sistem persamaan diferensial dapat dinyatakan sebagai berikut: 

 x˙ = f(x) (2..2) 

Persamaan (2.2) yang memiliki n persamaan diferensial dapat dinyatakan sebagai berikut: 

  (2..3) 

(Aziziah & Abadi, 2017). 

2.4 Titik Kesetimbangan 

Definisi 2.4.1 Misalkan sistem persamaan diferensial biasa adalah sebagai berikut: 

 x˙ = f(x) (2..4) 

Sedemikian sehingga f(x) = 0. Maka dikatakan x adalah titik kesetimbangan (Wiggins, 1990). Definisi 2.4.2 

Diberikan sistem persamaan diferensial ˙x = f(x) yang memiliki solusi y(t), maka titik kesetimbangan x dapat 

dikatakan: 

1. Stabil jika untuk setiap ε > 0, terdapat δ > 0 sedemikan sehingga untuk setiap solusi y(t) yang memenuhi 

|y(t0) − x| < δ berlaku, |y(t) − x| < ε. dimana t0 < t. 

2. Stabil asimtotik jika titik kesetimbangan stabil dan terdapat konstanta b > 0, sedemikian sehingga apabila 

|y(t0) − x| < b maka berlaku, limt→∞ y(t) = x. 

3. Tidak stabil jika titik Kesetimbangan tidak memenuhi (1). 

(Wiggins, 1990). 

2.5 Matriks Jacobian 

Definisi 2.5 Matriks Jf(x) adalah matriks jacobian f di titik x dengan bentuk sebagai berikut: 

  (2..5) 
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(Iswanto, 2012). 

2.6 Nilai Eigen 

Definisi 2.6 Jika terdapat matriks A berukuran n × n, maka ada sebuah vektor taknol disebut vektor eigen dari 

A, jika Ax merupakan kelipatan skalar dari x. Maka terdapat 

 Ax = λx (2..6) 

ekuivalen dengan 

 (λI − A)x = 0 (2..7) 

dimana λ adalah nilai eigen dari A. Nilai eigen didapatkan dengan mencari solusi taknol dari persamaan 

(2.12), dimana solusi taknol dari persamaan (2.12) adalah 

 det(λI − A) = 0 (2..8) 

(Anton, 1987). 

2.7 Kestabilan Titik Kesetimbangan 

Teorema 2.7 Diberikan matriks jacobian Jf(x) dari sistem persamaan tidak linear ˙x = f(x) dengan nilai eigen 

λ. 

1. Apabila semua bagian real nilai eigen dari Jf(x) bernilai kurang dari nol, maka titik kesetimbangan stabil 

asimtotik. 

2. Apabila terdapat paling sedikit satu bagian real nilai eigen dari Jf(x) bernilai nol dan lainnya bernilai 

kurang dari nol, maka titik kesetimbangan stabil 

3. Apabila terdapat paling sedikit satu bagian real nilai eigen dari Jf(x) bernilai lebih dari nol, maka titik 

kesetimbangan tidak stabil. 

(Olsder dan Woude, 1994). 

2.8 Kriteria Routh-Hurwitz 

Definisi 2.8 Apabila diberikan persamaan dari nilai eigen adalah sebagai berikut: 

 f(λ) = a0λ
n + a1λ

n−1 + a2λ
n−2 + ... + an−1λ + an (2..9) 

dengan a0,a1,...,an > 0 maka dapat dikatakan f(λ) memiliki bagian real negatif jika dan hanya jika 

 det(Hj) > 0 untuk j = 1,2,...,n (2..10) 

(Iswanto, 2012). 

2.9 Bilangan Reproduksi Dasar 

Bilangan reproduksi dasar dilambangkan dengan (R0) yang dapat ditentukan dengan beberapa kondisi 

yang akan timbul, yaitu : 

1. Jika R0 < 1, maka titik kesetimbangan saat tidak terdapat individu terinfeksi stabil asimtotik. 

2. Jika R0 ≥ 1, maka titik kesetimbangan saat terdapat individu terinfeksi stabil asimtotik. 
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(Driessche dan Watmough, 2001). 

2.10 Analisis Sensitivitas 

Definisi 2.10 Misal terdapat suatu variabel V dan parameter p. Formula untuk mencari indeks sensitivitas dari 

parameter p terhadap variabel V didefinisikan sebagai berikut: 

  (2..11) 

Dalam hal ini, K adalah notasi untuk indeks sensitivitas. (Chitnis, 2008). 

 3. HASIL DAN PEMBAHASAN 

3.1 Pembentukan Model Matematika 

Pembentukan model SICPN terbagi atas lima variabel, yaitu populasi rentan (Susceptible), populasi 

terinfeksi (Infected), populasi komunitas (Community), populasi positif (Positive), dan populasi negatif 

(Negative). Berikut adalah variabel-variabel dan parameter-parameter yang akan digunakan untuk membentuk 

pemodelan matematika: 

Tabel 3.1: Daftar Variabel-variabel 

Variabel Keterangan 

S(t) Jumlah individu potensial pada waktu t. 

I(t) Jumlah individu potensial yang melakukan pembelian produk pada waktu t. 

C(t) Jumlah individu terinfeksi yang masuk ke dalam komunitas pada waktu t. 

P(t) Jumlah individu komunitas yang memberikan komentar positif pada waktu t. 

N(t) Jumlah individu komunitas yang memberikan komentar negatif pada waktu t. 

Tabel 3.2: Daftar Parameter-parameter 

Parameter Keterangan 

µ Laju recruitment. 

 

Berdasarkan variabel-variabel dan parameter-parameter yang telah dibuat, maka dapat dibentuk model 

matematika Susceptible (S), Infected (I), Community (C), Positive (P), dan Negative (N) sebagai berikut: 
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Gambar 3.1: Model SICPN 

]Berdasarkan Gambar 3.1 dapat dibentuk sistem persamaan diferensial sebagai berikut: 

  (3..1) 

3.2 Titik Kesetimbangan 

Sistem (3.1) dilakukan permisalan untuk mendapatkan titik kesetimbangan sebagai berikut: 

 S(t) = S∗, I(t) = I∗, C(t) = C∗, P(t) = P∗, N(t) = N∗ (3..2) 

sehingga diperoleh beberapa persamaan dengan membuat f(x) = 0 sebagai berikut: 

µ + γP P∗ − δS∗ − βP∗S∗ = 0 (3..3) 

βP∗S∗ = θI∗ (3..4) 

  (3..5) 

  (3..6) 

  (3..7) 

kemudian diperoleh dua syarat titik kesetimbangan yaitu: 

C∗ = 0 atau  

Titik kesetimbangan pertama didapatkan saat C∗ = 0, kemudian diperoleh titik kesetimbangan pertama sebagai 

berikut: 

  (3..8) 
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Titik kesetimbangan kedua didapatkan saat , kemudian diperoleh titik kesetimbangan 

kedua sebagai berikut: 

(3..9) 

(3..10) 

(3..11) 

(3..12) 

(3..13) 

3.3 Analisis Kestabilan Titik Kesetimbangan 

Analisis kestabilan titik kesetimbangan pertama dapat ditentukan dengan matriks sebagai berikut: 

 = 0 (3..14) 

Selanjutnya dengan bantuan software maple, dapat dibentuk persamaan karakteristik dari persamaan (3.14) 

sebagai berikut: 

  (3..15) 

dengan  

b1 = γP + αP + αN 

b2 = αP + αN 

a0 = δ 

a1 = b1δ + θδ 

a2 = b1θδ + b2γP δ 

a3 = b2γP δθ − αP µβθ 

Penyelesaian solusi untuk persamaan (3.15) adalah sebagai berikut: 
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Titik kesetimbangan pertama untuk model matematika penyebaran word of mouth berbasis brand community 

akan stabil asimtotik jika memenuhi syarat sebagai berikut: 

 αP γP δ + αNγP δ > αP µβ (3..16) 

Analisis kestabilan titik kesetimbangan kedua dapat ditentukan dengan matriks sebagai berikut: 

 

Selanjutnya dengan bantuan software maple, dapat dibentuk persamaan karakteristik dari persamaan (3.17) 

sebagai berikut: 

 (λ + δ)(a0λ
4 + a1λ

3 + a2λ
2 + a3λ + a4) = 0 (3..18) 

dengan 

b1 = γP + αP + αN 

b2 = αP + αN 

b3 = βµ − γP δ 

a0 = γP αN 

a1 = b1γP αN + b3αP + γP αNθ 

a2 = b1γP αNθ + b2γP2 αN + b1b3αP + b3αP θ 

a3 = b2b3γP αP + b1b3αP θ 

a4 = b3γP αP αNθ − γP2 αN2 δθ 

Penyelesaian solusi untuk persamaan (3.18) adalah sebagai berikut: 
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Titik kesetimbangan E2 untuk model matematika penyebaran word of mouth berbasis brand community akan 

stabil asimtotik jika memenuhi syarat sebagai berikut: 

 αP γP δ + αNγP δ < αP µβ (3..19) 

3.4 Bilangan Reproduksi Dasar 

Didapatkan beberapa kondisi untuk bilangan reproduksi dasar sebagai berikut: 

1. Titik Kesetimbangan E1 akan stabil asimtotik jika dan hanya jika R0 < 1 

2. Titik Kesetimbangan E2 akan stabil asimtotik jika dan hanya jika R0 > 1 

dimana, 

 

3.5 Simulasi Numerik 

Diperoleh nilai-nilai dari parameter yang digunakan adalah sebagai berikut: 

Tabel 3.3: Nilai-nilai Parameter 

Parameter Nilai Parameter 

µ 291 

β 0,5797 

θ 0,2117 

αP 0,4368 

αN 0,0805 

γP 0,0115 

δ 0,0215 

Berdasarkan data pada Tabel 3.3, didapatkannya R0 = 950,1458877 > 1, maka diketahui bahwa data akan 

stabil di titik kesetimbangan kedua. Sehingga hasil simulasi numerik menggunakan Maple disajikan dengan 

gambar sebagai berikut: 

 

Gambar 3.2: Simulasi Numerik Variabel Susceptible 

Berdasarkan Gambar 3.2 populasi individu rentan mengalami penurunan sampai akhirnya menuju titik 

kesetimbangan Susceptible. Hal ini menjelaskan bahwa pada bulan ke-350, jumlah populasi Susceptible akan 

berjumlah 0,6363771822 dan pada keadaan tersebut variabel Susceptible berada dalam keadaan stabil. 
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Gambar 3.3: Simulasi Numerik Variabel Infected 

Berdasarkan Gambar 3.3 populasi individu terinfeksi mengalami kenaikan sampai akhirnya menuju titik 

kesetimbangan Infected. Hal ini menjelaskan bahwa pada bulan ke-350, jumlah populasi Infected akan 

berjumlah 394,1955978 dan pada keadaan tersebut variabel Infected berada dalam keadaan stabil. 

 

Gambar 3.4: Simulasi Numerik Variabel Community 

Berdasarkan Gambar 3.4 populasi individu komunitas mengalami kenaikan sampai akhirnya menuju titik 

kesetimbangan Community. Hal ini menjelaskan bahwa pada bulan ke-350, jumlah populasi Community akan 

berjumlah 161,3207191 dan pada keadaan tersebut variabel Community berada dalam keadaan stabil. 

 

Gambar 3.5: Simulasi Numerik Variabel Positive 

Berdasarkan Gambar 3.5 populasi individu positif mengalami kenaikan sampai akhirnya menuju titik 

kesetimbangan Positive. Hal ini menjelaskan bahwa pada bulan ke-350, jumlah populasi Positive akan 

berjumlah 226,2115253 dan pada keadaan tersebut variabel Positif berada dalam keadaan stabil. 

 

Gambar 3.6: Simulasi Numerik Variabel Negative 

Berdasarkan Gambar 3.6 populasi individu negatif mengalami kenaikan sampai akhirnya menuju titik 

kesetimbangan Negative. Hal ini menjelaskan bahwa pada bulan ke-350, jumlah populasi Negative akan 

berjumlah 604,0147856 dan pada keadaan tersebut variabel Negative berada dalam keadaan stabil. 

3.6 Analisis Sensitivitas 

Analisis sensitivitas untuk masing-masing parameter terhadap variabel S∗ adalah sebagai berikut: 

Tabel 3.4: Index Sensitivitas Parameter Terhadap S∗ 

Formula Index Sensitivitas 
∗ 

KµS 0 

 
-1 

 0 
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-0,16 

 
0,155 

 
1 

 0 

Analisis sensitivitas untuk masing-masing parameter terhadap variabel I∗ adalah sebagai berikut: 

Tabel 3.5: Index Sensitivitas Parameter Terhadap I∗ 

Formula Index Sensitivitas 
∗ 

 
1 

 
0,00658 

 -1 

 
0,837 

 
-0,839 

 
-0,00000174 

 -0,00000174 

Analisis sensitivitas untuk masing-masing parameter terhadap variabel C∗ adalah sebagai berikut: 

Tabel 3.6: Index Sensitivitas Parameter Terhadap C∗ 

Formula Index Sensitivitas 
∗ 

 
1 

 
0,00321 

 0 

 
0,00121 

 
-1 

 
-0,00000174 

 -0,00000174 

Analisis sensitivitas untuk masing-masing parameter terhadap variabel P∗ adalah sebagai berikut: 

Tabel 3.7: Index Sensitivitas Parameter Terhadap P∗ 

Formula Index Sensitivitas 
∗ 

 
1 

 
-0,00422 

 0 

 
1 

 
-1,01 

 
-0,998 

 -0,00000174 

Analisis sensitivitas untuk masing-masing parameter terhadap variabel N∗ adalah sebagai berikut: 

Tabel 3.8: Index Sensitivitas Parameter Terhadap N∗ 

Formula Index Sensitivitas 
∗ 

 
1 

 
0 
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KθN∗ 0 

 
0,00644 

 
-0,00000271 

 
-0,00000174 

KδN∗ -1,01 

 4. KESIMPULAN 

Penulisan penelitian ini memiliki kesimpulan dan saran yang akan dibahas pada bagian penutup ini. 

4.1 Kesimpulan 

Berdasarkan pembahasan yang telah dilakukan, dapat diperoleh kesimpulan bentuk model matematika 

untuk penyebaran word of mouth berbasis brand community berupa sistem persamaan diferensial sebagai 

berikut: 

  (4..1) 

Dengan melakukan analisis terhadap model matematika untuk penyebaran word of mouth berbasis brand 

community didapatkan dua titik kesetimbangan sebagai berikut: 

E1 = (S∗,I∗,C∗,P∗,N∗) 

dimana 

 

dan 

E2 = (S∗,I∗,C∗,P∗,N∗) 

dimana 

 

Dengan melakukan analisis kestabilan titik kesetimbangan, maka dihasilkan beberapa kondisi sebagai berikut: 
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1. Titik Kesetimbangan E1 akan stabil asimtotik jika dan hanya jika R0 < 1 

2. Titik Kesetimbangan E2 akan stabil asimtotik jika dan hanya jika R0 > 1 

dimana, 

 

Simulasi numerik dilakukan dengan data yang menghasilkan nilai titik kesetimbangan sebagai berikut: 

E1 = (S∗;I∗;C∗;P∗;N∗) 

 = (604.6511628;0;0;0;0) 

E2 = (S∗;I∗;C∗;P∗;N∗) 

 = (0.6363771822;394.1955978;161.3207191;226.2115253;604.0147856) 

dimana, 

R0 = 950,1458877 

Berdasarkan analisis sensitivitas yang telah dilakukan diketahui bahwa: 

1. Parameter αN,γP memberikan pengaruh positif terhadap populasi Susceptible dan β,αP memberikan 

pengaruh negatif terhadap populasi Susceptible. 

2. Parameter µ,β memberikan pengaruh positif terhadap populasi Infected dan θ,αN,γP ,δ memberikan 

pengaruh negatif terhadap populasi Infected. 

3. Parameter µ,β,αP memberikan pengaruh positif terhadap populasi Community dan αN,γP ,δ memberikan 

pengaruh negatif terhadap populasi Community. 

4. Parameter µ,αP memberikan pengaruh positif terhadap populasi Positive dan β,αN,γP ,δ memberikan 

pengaruh negatif terhadap populasi Positive. 

5. Parameter µ,αP memberikan pengaruh positif terhadap populasi Negative dan αN,γP ,δ memberikan 

pengaruh negatif terhadap populasi Negative. 
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