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Abstract

In this research, a model for the spread of Covid-19 will be built using a differential equation because in
the population there are two subpopulations who can spread the disease, there is one subpopulation who
go through incubation period, and there are also 2 subpopulations who go through the treatment so the
model will consists of compartments such as susceptible, exposed, asymptomatically infectious,
symptomatically infectious, treatment 1 (self-isolation), treatment 2 (hospital care), and recovered.
Analysis begins by calculating the disease-free equilibrium and endemic equilibrium. Before stability
analysis, the model must be checked for adequacy in describing the disease spread. Stability analysis
begins by forming the next generation matrix of the model with helps of jacobian matrix and
chracteristic equation, then we can get basic reproduction number (Rg). By entering the value of
parameters according to data to the basic reproduction number, we get Ry = 0,851115. The size of

Ry < 1 means that the disease will disappear from the population.
Keywords: differential equation, stability analysis, basic reproduction number
Abstrak

Pada penelitian ini akan dibangun sebuah model penyebaran Covid-19 menggunakan persamaan
differensial karena di dalam populasi terdapat dua subpopulasi yang dapat menyebarkan penyakit, satu
subpopulasi yang menjalani masa inkubasi, dan dua subpopulasi yang menjalani pengobatan maka
model akan terdiri dari kompartemen susceptible, exposed, asymptomatically infectous, symptomatically
infectious, treatment 1 (isolasi mandiri), treatment 2 (perawatan rumah sakit), dan recovered. Analisis
dimulai dengan mencari titik ekuilibrium bebas penyakit dan titik ekuilibrium endemik. Sebelum
analisis kestabilan, model harus dicek kecukupannya dalam menggambarkan model penyebaran
penyakit. Analisis kestabilan dimulai dengan membentuk matriks generasi selanjutnya dengan bantuan

matriks jacobian dan persamaan Karakteristik, kemudian bisa didapat bilangan reproduksi dasar (Rg).
Dengan memasukkan parameter-parameter yang sesuai dengan data ke dalam bilangan reproduksi dasar,

didapatkan Ry = 0,851115. Bilangan Ry < 1 dapat diartikan penyakit akan menghilang dari
populasi.

Kata-kata kunci: persamaan differensial, analisis kestabilan, bilangan reproduksi dasar
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PENDAHULUAN

Wabah Covid-19 ini mengubah banyak bidang di kehidupan manusia. Masalah kesehatan yang
muncul adalah gejala umum berupa gangguan pernapasan akut seperti sesak napas, demam, dan
batuk. Gejala berat yang muncul adalah sindrom pernapasan akut, pneumonia, gagal ginjal, dan
terparah adalah kematian. Gejala berat ini muncul umumnya pada pasien usia rentan seperti usia
lanjut, dan pasien dengan penyakit bawaan. Fasilitas kesehatan dan tenaga kesehatan pun menjadi
perhatian mengingat jumlahnya terbatas menghadapi pasien yang bertambah. Wabah ini juga
berdampak besar pada bidang ekonomi. Daya beli masyarakat turun karena banyak orang yang mata
pencahariannya hilang akibat pembatasan sosial yang diperlukan. Dengan tidak tertahannya
penyebaran virus ini maka pentinglah mengadakan penelitian dan membuat kebijakan yang
mengurangi dampak wabah ini, termasuk penelitian bidang matematika yang bisa berkontribusi di
dalamnya.

(Krisha dan Prakash, 2020) mengajukan model matematika penyebaran penyakit dari Covid-19.
Pada model yang diajukan, diasumsikan virus penyebab penyakit Covid-19 muncul di reservoir
(pasar baazar seafood). Warga dan pengunjung pasar baazar seafood yang terinfeksi dilambangkan
dengan subpopulasi W dan dapat menginfeksi keseluruhan populasi. Secara keseluruhan, populasi
diasumsikan dibagi menjadi subpopulasi susceptible (rentan), exposed (terpapar), asymptomatically
infectious (dapat menularkan dengan tidak menunjukkan gejala), symptomatically infectious (dapat
menularkan dengan menunjukkan gejala), dan removed (sembuh dan meninggal).

(Otunuga dan Ogunsolu, 2019) mengajukan analisis matematika dari transmisi penyakit
tertentu menggunakan sebuah model proses stokastik susceptible-exposed-infectious-treated-
recovered dengan banyak fase pada infection dan treatments. Populasi awal diasumsikan secara
keseluruhan rentan terhadap penyakit. Kemudian diperiksa hasil dari proses treatments dan fluktuasi
eksternal pada tingkat transmisi, treatment (pengobatan), dan recovery (penyembuhan). Diasumsikan
fluktuasi eksternal terjadi karena keragaman jumlah kontak antara individu terinfeksi dengan
individu rentan yang bisa disebabkan oleh cuaca, semester sekolah, dan lain-lain.

Peneliti mengamati adanya subpopulasi yang dapat menularkan penyakit dengan menunjukkan
gejala dan tanpa gejala, dan adanya subpopulasi yang menjalani pengobatan dengan isolasi mandiri
dan perawatan rumah sakit pada proses penyembuhan dari Covid-19 di DKI Jakarta, Indonesia.
Berdasarkan amatan terhadap data penyebaran penyakit Covid-19 dan penelitian-penelitian
terdahulu, penulis tertarik menganalisis model matematika penyebaran penyakit Covid-19 dengan
populasi  keseluruhan dibagi menjadi subpopulasi (kompartemen) susceptible, exposed,
asymptomatically infectious, symptomatically infectious, isolasi mandiri, perawatan rumah sakit, dan
recovered. Kompartemen-kompartemen ini bisa disingkat menjadi SEAITR. Judul skripsi yang
diajukan penulis adalah "Analisis Model Penyebaran Penyakit Covid-19 dengan Pengaruh
Pengobatan Isolasi Mandiri dan Pengobatan Perawatan Rumah Sakit (Studi Kasus Penyebaran di
DKI Jakarta)".

LANDASAN TEORI

Berdasarkan (Driessche dan Watnough, 2002), setelah membentuk model penyebaran penyakit,
untuk menghitung bilangan reproduksi dasar dalam rangka meneliti kestabilan sistem, diperlukan
matriks generasi selanjutnya. Dalam membentuk matriks generasi selanjutnya dan menghitung
bilangan reproduksi dasar (Ry), bedakan infeksi baru yang terjadi dalam populasi dari semua
perubahan lain dalam populasi tersebut. Dimisalkan x = (x4,...,x,) dengan masing-masing
x; = 0, adalah jumlah individu pada masing-masing kompartemen. Kemudian kompartemen-
kompartemen tersebut disusun sehingga m kompartemen pertama sesuai dengan individu yang
terinfeksi.

Didefinisikan X; menjadi himpunan semua keadaan yang bebas penyakit.

X, ={x=20|x;=0,i=1,...,m} (1)
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Misal F; (x) $ adalah tingkat adanya infeksi baru pada kompartemen i, misal V;" (x) menjadi tingkat
perpindahan individu menuju kompartemen i, dan misal V; (x) menjadi tingkat perpindahan
individu yang keluar dari kompartemen i. Model transmisi penyakit sebagai berikut:

X = ﬁ[(x) = F; (1’) -V (1’) i=1,..,n (2)

di mana V; =V, (x) — ’L’I-J“ (x). Dikarenakan masing-masing fungsi mewakili sebuah perpindahan
individu, maka fungsi-fungsi tersebut non-negatif. Model yang dibentuk harus memenuhi asumsi-
asumsi berikut:

(A1) Jikax = 0, makaF;, V", V7 = Ountuki =1,...,n.

(A2) Jika x; = 0 maka ¥;” = 0. Secara khusus, jikax € X;, makaV; = Ountuki =1,..., m.

(A3) F; = 0jikai = m.

(A4) Jika x € X, maka F;(x)=0 dan V,;"(x) = Ountuki = 1,...,m.

(A5) Jika F bernilai 0, maka seluruh nilai eigen dari Df(x") mempunyai bagian riil negatif.

Df(x") adalah turunan dari % yang dihitung pada titik keseimbangan bebas penyakit x*
I

(yaitu matriks Jacobian).

Dengan memperhatikan kondisi-kondisi di atas, D f(x ") dapat dipartisi seperti yang ditunjukkan
lemma berikut.

Lemma. Jika x* adalah sebuah titik keseimbangan bebas penyakit dari model transmisi penyakit x
dan f;(x) memenuhi (Al)-(A5), maka turunan-turunan DF(x")dan DV (x™) dipartisi sebagai

berikut
ey _ (F O o (VO
pFG=(; o). Dv(x):(3 h)'

di mana F dan V' adalah matriks m X m yang didefinisikan oleh

55'7;- * _ ﬂ ES y T
F = [Ej(x )] danV = [axj (x )} denganl = i,j = m.

Berikutnya, F adalah non-negatif, V" adalah sebuah matriks-M non-singular, dan seluruh nilai eigen
dari J, mempunyai bagian positif riil.

(Driessche, P., dan Watmough, J., 1990)

Produk FV ! disebut sebagai matriks generasi selanjutnya.
Bilangan reproduksi dasar (‘R,) didapatkan dari spectral radius matriks generasi selanjutnya,
yaitu

Ro ZK(FV_I) ©)

di mana x(L) menunjukkan spectral radius dari matriks L. Spectral radius adalah nilai eigen
terbesar dari matriks generasi selanjutnya.

Bilangan ‘R, adalah parameter ambang untuk kestabilan lokal dari titik ekuilibrium bebas
penyakit. Menurut (Dreissche dan Watnough, 2002), apabila bilangan Ry < 1, maka titik
ekuilibrium bebas penyakit (x* ) dikatakan stabil asimtotik lokal. Apabila bilangan Ry > 1, maka
titik ekuilibrium bebas penyakit (x* ) dikatakan tidak stabil.
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METODE PENELITIAN
Metode

Metode penelitian yang digunakan pada tulisan ini menggunakan kajian pustaka dengan
mengumpulkan literatur bacaan berupa jurnal, buku teks, artikel ilmiah, dan tulisan lain yang
mendukung skripsi ini.

Sumber Data

Data yang mendukung penelitian ini adalah berupa data sekunder. Data tersebut diumumkan oleh
Pemerintah Provinsi DKI Jakarta pada website www.corona.jakarta.go.id.

Tahapan Penelitian

1. Membangun model penyebaran penyakit Covid-19 dengan pengaruh pengobatan isolasi mandiri
dan pengobatan perawatan rumah sakit. Hal yang bisa dilakukan adalah mengasumsikan
variabel dan parameter pada model, menggambar diagram transfer model penyebaran, dan
membentuk sistem persamaan diferensial model.

2. Mengkaji model yang telah dibuat. Hal yang bisa dilakukan adalah menulis model dalam bentuk
non-dimensional, menentukan titik keseimbangan (ekuilibrium) bebas penyakit dan endemik
dari sistem,

3. Menguji model yang telah dibuat. Hal ini dilakukan agar model dapat dengan benar dan tepat
menggambarkan penyebaran penyakit.

4. Menganalisis model yang telah dibuat. Hal yang akan dilakukan adalah melakukan analisis
kestabilan pada titik ekuilibrium bebas penyakit, yaitu dengan menemukan matriks generasi
selanjutnya. Kemudian menentukan bilangan reproduksi dasar dari matriks generasi selanjutnya.

5. Melakukan simulasi. Simulasi dilakukan dengan memanfaatkan data penyebaran Covid-19
dengan studi kasus di DKI Jakarta untuk melihat bagaimana penyebaran penyakit dalam
beberapa waktu ke depan.

PEMBAHASAN
1. Membentuk model

Populasi keseluruhan (N) dibagi menjadi beberapa kompartemen. Penentuan kompartemen atau
subpopulasi pada model mengacu pada data penyebaran Covid-19 di Provinsi DKI Jakarta agar
realistis. Kompartemen susceptible (S) berisi individu-individu yang rentan terkena penyakit.
Kompartemen exposed (E) berisi individu-individu yang terpapar sebaran penyakit namun belum
menunjukkan tanda-tanda mengidap penyakit dan belum dapat menularkan penyakit. Kompartemen
exposed berisi individu yang sedang dalam masa inkubasi virus SARS-CoV-2. Kompartemen
asymptomatically infectious (4) berisi individu-individu yang dapat menularkan penyakit hamun
tubuhnya tidak menunjukkan gejala terinfeksi. Kompartemen symptomatically infectious (I) berisi
individu-individu yang dapat menularkan penyakit dan tubuhnya menunjukkan gejala terinfeksi.
Kompartemen treatment berisi individu-individu yang sedang menjalani pengobatan. Kompartemen
treatment dipisah menjadi dua, yaitu isolasi mandiri (T;), dan perawatan rumah sakit (T>).
Kompartemen recovered berisi individu-individu yang sudah sembuh akibat penyakit Covid-19.
Asumsi-asumsi yang akan diterapkan pada model matematika untuk penyebaran penyakit Covid-
19 ini terdiri sebagai berikut:
1. Penyebab penyakit Covid-19 adalah virus SARS-CoV-2.
2. Diasumsikan populasi tertutup, yaitu tidak ada migrasi ke dalam atau keluar. Jumlah individu
dalam populasi konstan.
3. Diasumsikan populasi bercampur secara homogen, yaitu setiap individu dapat melakukan
kontak dengan individu lain dengan peluang yang sama.
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4. Diasumsikan ada masa inkubasi untuk individu yang terpapar virus SARS-CoV-2. Individu-
individu yang terpapar tidak menyebarkan virus sampai dengan masa inkubasi selesai.

5. Diasumsikan individu-individu dari kompartemen asymptomatic infectious hanya bisa
menjalani isolasi mandiri karena penyakit yang diderita tidaklah berat.

6. Diasumsikan individu-individu dari kompartemen symptomatic infectious dapat menjalani
isolasi mandiri atau perawatan rumah sakit bergantung dengan keparahan penyakit yang
dialami.

7. Diasumsikan tingkat kematian akibat penyakit Covid-19 untuk subpopulasi isolasi mandiri
dan subpopulasi perawatan rumah sakit bernilai sama. Dikarenakan subpopulasi isolasi
mandiri juga mendapat perhatian dari lembaga kesehatan untuk penyembuhannya, serupa
dengan subpopulasi perawatan rumah sakit.

us

Dengan demikian dibentuk model transfer sebagai berikut:

\ nwE . (A
BSI |
M + BSA x A
‘ xXTz puT,
ptl,

(1- fl)wE

(1—=p)l
l !

I
# xTy uTy
GAMBAR 1. Diagram Transfer Antar Kompartemen/Subpopulasi

Parameter A dan p berturut-turut mewakili laju kelahiran alami dan laju kematian alami. Laju
penyebaran virus SARS-CoV-2 diwakili oleh parameter . Durasi masa inkubasi individu rentan
terpapar menjadi infectious diwakilkan oleh parameter 1/w. Proporsi individu rentan terpapar yang
akan menjadi individu infectious diwakilkan oleh parameter 1. Parameter ¥ dan i berturut-turut
mewakili laju kematian akibat Covid-19 dan laju sembuh dari Covid-19. Parameter T dan { berturut-
turut mewakili laju individu kompartemen I mendapatkan treatment dan laju individu kompartemen
A mendapatkan treatment. Proporsi individu kompartemen I yang menjalani perawatan rumah sakit
diwakilkan parameter p. Berikut system persamaan diferensial masing-masing kompartemen:

© = AN — (BSI + BSA) — S
E:ﬁ’S!—l—ﬁ’S}l—nwE‘—(l—n}mE—ﬁE

% = nwE — (A — A
— =0 —n)wE —ptl — (1 — p)tl — pl @)
c::r"1

— = 6A+ A —p)tl — T, — uT, — YT,
&t

E:PTI_XTz_ﬁTz_sz

dR

& = YT+ YT, —
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dengannilaiN =S+ E+A+14+T,+T,+R, maka% = 0.
2. Mengkaji model

Sistem persamaan diferensial model dibentuk dalam model non-dimensional untuk penyederhanaan,
proporsi banyaknya individu masing-masing kompartemen dapat dinyatakan sebagai berikut:

Ezz\—(ﬁsi-l—ﬁsa)—,us

at

gzﬁsiﬁ—ﬁsa—nme—(l—n)me—ﬂe

da _ _ia —

gt—nme (a — ua

1 . . .

== (1 —npwe —pti — (1 — p)ti — pi (5)
dt .

d—szga‘l‘(l—ﬁ)ﬂ—}(fl_#fl_lﬁ’fl

dt, :

o = PTL— Xty — pt; — Yt

dr
ar Yty + Pty —pur

5 A . I Ty Tz
dengan s=—-, e=—, a=-, I=— t; == 1,=—=
N N N N

stetatitty+t+r+v=2=1
Kemudian sistem persamaan diferensial dari model dicari titik ekuilibriumnya. Berdasarkan

(Banerjee, 2014), sistem persamaan diferensial ditulis dalam bentuk sama dengan nol untuk mencari
titik ekuilibrium bebas penyakit dan titik ekuilibirum endemik.

R v
— v=—dan
N N

A — (Bsi+ Bsa) —us =0 (6)

Bsi + fsa —nwe — (1 —n)we —pe =0 @)
nwe —{a — pa = 0 (8)

(1 —n)we—pti — (1—p)ti —pi =10 (9)
(a+ (1 —p)ti —yt;—ut; —Pt; =0 (10)
pTi — yts — ut; —Pt; =0 (11)

Wty + Pt —pr =0 (12)

a. Titik ekuilibrium bebas penyakit

Titik ekuilibrium bebas penyakit didapatkan ketika @ = 0 dan i = 0 dikarenakan tidak adanya
subpopulasi yang terinfeksi. Dengan mensubstitusi @ = 0 = i, maka

A—pus=20

—nwe — (1 —n)we —pe =0
nwe =0

37



A. V. Alexis, F. H. Indiyah, dan E. D. Wiraningsih

(1-nwe=0
—xty —ut; —pt; =0
—Xtz —put; —yYPt; =0
l'bfl +lpt2 _Ju.r = ':'

Didapatkan titik ekuilibrium bebas penyakit
E (s, e,aity,tsr) = (3,0,0,0,0,0,0) (13)

b. Titik ekuilibrium endemik

Titik ekuilibrium endemik didapatkan ketika @ = 0 dan i > 0 dikarenakan adanya subpopulasi yang
terinfeksi.
A—(Bsi + fsa) —us =0
Bsi 4+ Bsa —nwe — (1 —n)we —pe =0
nwe —{a —ua =0
(1—-nwe—pti—(1—p)ti—ui=20
Ca+ (1 —p)ti — yt; —uty; —Pt; =0
pTi — yt; — ut; —pt; =0
Yt + Yty —pur =0
Dari persamaan fsi + ffsa —nwe — (1 —n)we — pe = 0, didapatkan s =
Dari persamaan nnwe — {a — pa = 0, didapatkan a = %
Dari persamaan (1 —n)we — pti — (1 — p)ti — ui = 0, didapatkan i =

(utwe
gi+fa’

elw—nw)

HtT

Substitusi @ = = dan i = elo—nw) ke dalam s = (utw)e didapatkan titik ekuilibrium endemik

+l A+t Bi+Ba’

: L (pta) (p+r)(u+d)
dari kompartemen S yaitu s* = B —no) + (ut D)+ Bra (i)’

Dari persamaan fSsi + ffsa —nwe — (1 —n)we — pe = 0, didapatkan e = %

.. [Bsitfsa - _ . ) . nwpsi
Substitusi e = o keﬁdglam nwe — (a — pa = 0, didapatkan a = TS YO

.. . nwpsi _ . _ _ . ..
Substitusi a = D)t B ke dalam A — (Bsi —%[,Gsa)} us =0, didapatkan titik

Sl s . . .oae  A—usT B A—us® Inw
ekuilibrium endemik dari kompartemen [ yaitui™ = B GO @t )
i ) ) Bsit+Bsa .
Pada persamaan (1 —n)we — pti — (1 — p)ti — pi = 0, masukkan e = pro didapatkan
i — —wfsatnwfsa
 wfs—nwhs—(u+1) (utw)

Substitusi i = ———2F=atIB o Galam A — (Bsi + fsa) — ps = 0, didapatkan titik

wfs—nuwls—(p+1)(ptw) ) o(Amps®)  Amust
ekuilibrium endemik dari kompartemen A yaitu a” = MeBis) -

(u+1)(p+w) Bs*
Dari persamaan Bsi + fsa —nwe — (1 —n)we — pe = 0, didapatkan e* = W
Dari persamaan {a + (1 — p)ti — yt, — put; — Pty = 0, didapatkan t] = —qax:i;pu]ﬂx
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pTi®

xrptp

Dari persamaan yt; + pt, — ur = 0, didapatkan r* = wtl:thI

Dari persamaan pti — yt, — ut, — t, = 0, didapatkan t; =

Dengan demikian didapatkan titik ekuilibirium endemik E; (s*,e", a",i", t],t5, ") sebagai berikut:

. (utw) (p+tip+d)

 Blo-nw)+(p+)+Enw(u+t)
et = Bs*i*+Bs"a”

Htw
a* = (-14n)w(A-ps™) | A-us”
(u41)(pt+w) Bs’
= A-ps®  (A-ps"Inw
Bs’ (ut+{)(w+p)
o= {a*+(1-p)Ti®
1 X+
« _ pTi"
2 xrvtu
= Pty ity
i

3. Menguji model

Model akan diuji dengan daftar asumsi A(1)-A(5) dari (Driessche dan Watnough, 2002). Sebelum
model akan diuji dengan A(1)-A(5), model akan dibentuk dalam model transmisi penyakit sebagai
berikut:
filx) =Fi(x) —Vi(x)
fi(x) =F; () — (V7 (x) =V (x))

f(x) Fi(x) Vi (o) GO\ ]

f(x) F(x) Vz_(x) 'I);(x)

f(x) Fz(x) Vs (x) V;(x)

00 | =| 7 |-|| vieo || vi

0| [R@]| [|vo] [ v

0] \Fm ]| |lvew] | v

f7(x) 7)) L\vr () v (x)/ |
de/dt Bsi + Bsa " /[nw + (1 —n)w + ple 0
da/dt 0 (u+Qa nwe
di/dt 0 [pt+ (1 —p)t+puli (1-nwe
dt,/dt 0 — (x+y+pt, —| ¢a+(1—p)ti
dt,/dt 0 X +¢ +wt; pti
ds/dt 0 (Bi + Ba + s A
dr/dt 0 (u)r Yty + Yt

Setelah menulis ulang model dalam model transmisi penyakit, model akan diuji dengan asumsi-
asumsi A(1)-A(5). Berikut bunyi dari A(1)-A(5) beserta analisisnya:

A(1) Jika x = 0, makaF;, V7, V7 = 0fori =1,...,n.

Analisis: Variabel x adalah himpunan individu secara keseluruhan dalam populasi. Pada
kompartemen ke-i untuk i = 1,2,...,7, jumlah individunya pastilah non-negatif (= 0), sehingga
tingkat adanya infeksi baru pada kompartemen ke-i (F;) non-negatif, tingkat perpindahan individu
menuju kompartemen ke-i (VI-+) non-negatif, dan tingkat perpindahan individu yang keluar dari
kompartemen ke-i (V; ) juga non-negatif.

A(2) Jikax; = 0 maka V; = 0. Secara khusus, jika x € X, makal; = Ountuki =1, ..., m.

39



A. V. Alexis, F. H. Indiyah, dan E. D. Wiraningsih

Analisis: Variabel x; = 0 adalah jumlah individu pada kompartemen ke-i, untuk i = 1,2,...,7.
Tingkat V; adalah tingkat perpindahan individu keluar dari kompartemen ke-i. Jika jumlah individu
pada kompartemen ke-i bernilai nol, maka benar tidak ada individu yang keluar dari kompartemen
ke-i. Kemudian jika populasi keseluruhan berada dalam keadaan bebas penyakit yaitu x € X, maka
pada kompartemen A dan I bernilai nol sehingga tidak ada perpindahan individu.

AQR)F; =0jikai = m.

Analisis: Diketahui populasi keseluruhan ada 7 kompartemen (E, 4, I, Ty, T,, S, dan R) sehingga
i =1,2,...,7. Kompartemen berisi individu terinfeksi adalah kompartemen E, A4, I, Ty, dan T;
sehingga m = 1,2,...,5. Untuk kompartemen i > m adalah i = 6,7 yaitu kompartemen S dan R.
Diketahui Fg; = 0 dan F; = 0, maka (A3) terpenuhi.

A(4) Jika x € X;, maka F;(x) = 0 dan V,"(x) = O untuki = 1, ..., m.

Analisis: Jika populasi keseluruhan dalam keadaan bebas penyakit (x € X;), maka F;(x) dan VI-J’
untuki =1,..., 5 bernilai nol karena bebas penyakit (I = 0 dan A = 0).

A(5) Jika F bernilai nol, maka seluruh nilai eigen dari Df(x") mempunyai bagian riil negatif.

Df(x™) adalah turunan dari % yang dihitung pada titik keseimbangan bebas penyakit, x* (yaitu
I

matriks Jacobian).
Analisis: Substitusi F = 0 ke dalam f; (x) = F; (x) — (V. (x) — V" (x))

fi0) =F,(x) — (V7 () =V (x))
fi00)=0— (V7 () — Vi)
L) == ()= V()

e + (1 —ne + ule 0
(u+Da nwe
[ot+ (A —p)t+puli (1—n)we
filx)=— x+y+pt —| {a + (1 —p)7i
(x +¢+pt; pti
(Bi + Ba + s A
(u)r Pty +it;

—(Mw + q;w + pe
—(u+a+nwe
—(pt + bt + Wi+ qywe
i) =] —(x + + )ty +{a + bTi |,
—(x +¢¥ + ity +pui
—(Bi +fa+ ws+ A
—ur + ity +it;

dengana; =1 —ndanb, =1 —p.
Maka matriks Jacobian dari f; (x) adalah
0

[—Dj 0 0 0 1
nw —q; 0 0 0 0 0
a; w 0 —7; 0 0 0 0
(i) =] 0 { bt -5 0 0 0
0 0 pT 0 —s 0 0
0 —fs —Bs 0 0 —(u+pi+pfa) O
0 0 0 Y Y 0 —u

denganp; = qw +nw +p,q; =p+ {1 =bt+pt tu,dans; =y + ¢+ p
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Kemudian dibentuk persamaan karakteristik det (A — J(f; (x))) = 0,

A 0 0 0 0 0 0
0 A 0 0 0 0 O
0 0 A 0 0 O00O0
000 2 0 0 ofl-J(fi)|=0
0 0 0O0O A 00
0 0 0O0O 0O A O
‘0 0 0 0 0 0 A
A+p; 0 0 0 0 0 0
—nNw  A+q; 0 0 0 0 0
—q;w 0 A+ 0 0 0 0
0 —( —bit A+s 0 0 0 [=0
0 0 —pT 0 A+ s; 0 0
0 Bs Bs 0 0 A+u+pBi+pfa O
0 0 0 — — 0 A+ u

denganp; =nw + qw+p,q;=u+{,=prt+bhr+pudins; =y+¢¥+pn
Substitusi titik ekuilibrium bebas penyakit s = E a = 0 dani = 0. Didapatkan

it+p; 0 0 0 0 0 0
—nw A+ q; 0 0 0 0 0
—a;w 0 A+ 0 0 0 0
0 —( —bt A+s; 0 0 0o | 0
0 0 —pt 0 A+s 0 0o |
A A
0 FA - PA 0 0 A+u O
I p
0 0 0 Y 0 A+u

A+qw+no+p)A+p+O@A+bt+pt+p)A+x+9 + )G+ p? =0.

Didapatkan: 4y = —u — ¢, Ay = —qw —nw —p, A3 =—Dbt—pt—u, 4y = —p, 45 =4,
Ade = —x = —p, dand; = —xy —¢ —
Dikarenakan semua nilai eigen bernilai negatlf maka dapat diartikan tidak ada interaksi-interaksi,

maka dapat disimpulkan tingkat adanya infeksi baru (F) bernilai 0. Berdasarkan asumsi-asumsi
A(1)-A(5), model memenuhi semua asumsi, sehingga model dapat digunakan untuk analisis.

4. Menganalisis model
Diketahui bahwa matriks tingkat munculnya infeksi baru dari model adalah
Bsi + Bsa
0

F:(X*):

o o oo

0
Matriks F didapat dari
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dF, dF, dF¥, OdF, 0dF,1 [9F, 9F, d9F, OF; OIF
dx; dx, dxg dx, Idxg de da di dty OJt,
dF, dF, 0JF, 0JF, OJF, dF, dF, 0JF, 0JF, dF,
axl aX2 aX3 3x¢ 3x5 de da di 3?:1 atz
F_B:Fi( o~ |0Fs 0F3 0F3; 0F; O0F3| |0F; 9F3 0F; 0F; 0F;
“ox, 7 |ox, 9x, 9x; 0x, 0Oxs| |de oa i o, ot
JdF, 0dF, O0F, 0F, OF, JdF, 0F, 0F, JF, OJF,
3x1 aX2 aX3 3x¢ 3x5 de da di atl atz
dF; dF; 0F; 0F; 0F; dF; dF; 0F; 0F; dFs
[dx; dx, dx; dxy dxs;l Lde da 9 a9ty dt, ]
0 fBs Bs 0 O
0 0 0 0 O
=0 0 0 0 O
0O 0 0 0 O
0 0 0 0 O
Substitusi titik x*, maka
— A A —_
0 6— 6— 0 0
I
F-|0 0 0 0O
O 0 0 0 O
0O 0 0 0O
0 0 0 0 o
Diketahui dari matriks transmisi penyakit,
i (mw + qjw + pe
(u+a—nwe
(pr +bT+ Ju)i —ajwe
Vi) =[x + ¢ + Wty — {a — by7i
(x + ¥ +plt; —pri
(Bi +Ba+pu)s—A
L ur —yt; — Pt
dengana; = (1 —n) danb; = (1 — p). Maka
dv, adv, adv;, v, a9V
de da di dt; Jt,
av, dv, 9V, dV, a1, , 0 0 0 0o
. . . . . J
v av, dVy; dV; dV; 3V, _|-q0 0 " 0 0o
de da di dt, Jt, 0 ¢ —bt s, 0
- ; ; ; - 7 ]
av, dv, 9V, aV, a9V, 0 0 —pr 0 s
de da di 3?:1 31‘2
av; dv; dV; dV; adVg
de da 9i dt; Jt,]

dengan p; = q;w + nw + K, q;

Invers dari V" adalah

42

—pu+ ¢ =br+pr+pu dans; =y +y+p




Analisis Penyebaran Penyakit Covid-19 dengan Pengaruh Pengobatan Isolasi Mandiri dan Pengobatan...

i 1
— 0 0
Pj
@ 1
a9 — 0
Pjq; q;
ajw 1
V_lz A 0 _
pjTj Tj
w({a;b;t + ajbjut + bint{ + npt{ +nqui) ¢ bt
q;P;jT;S; qjSj  TjSj
pTa;® 0 pT
¥:p;s;: ¥iS;
Matriks generasi selanjutnya adalah produk dari F.V ™1, maka
NGM=F.v~!
i 1
Pj
new
[ BA BA ] —
0 — — 0 0 P;q;
u u @ w
_lo o 0 o0 o0 g%
0 0 0 0 0 Pilj
0 0 0 0O m((abr-l—abj-;w-l—bjm-f-i-npr-f+mu-f)
o o 0 o0 o a4,0,7;5;
pTO; W
[ Anw Aa; w A A ]
Brnew | pAgw A A
Hp;qj Hp;T; Hqy;  Hr;
NGM = 0 0 0 0 0f
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
L 0 0 0 0 0

Seperti diketahui bilangan reproduksi adalah nilai eigen terbesar dari

maka akan dicari determinan dari persamaan karakteristik FV 1.

det (Al — NGM) = 0

el o T o B - Y e Y e N
[ I oo B o B o B - S |
[T o o I o T S e T |
=T o B T S e T o T |

CONMOO0 OO0
e e === =)
|

[fAnw N BAag;jw  BA
.Iu’pj QJ' .Iu’pj r_} Ju'Qj
0 0
0 0
0 0
L 0 0

0
0
0
0
0
A
(ﬁ

BAnw _61‘&-:1}-0}) -0

up;q; HP;T;

Dengan demikian, didapatkan nilai eigen sebagai berikut:

A =0,4,=0,4; =0,4, =0,dan A5 =

BAnw
Hpiq;
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oo oo =

0 0
0 0
0 0
1
— 0
Sj
1
0 _
5;
0 0 0 0
1
— 0 0 0
q;
1
0 — 0 0
r}.
bt 1
¢ T 1
q;5 135 5
T 1
T} Sj 5;

oo oo o

matriks generasi selanjutnya,
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Bilangan reproduksi dasar didapatkan dari spectral radius matriks generasi selanjutnya atau nilai

eigen terbesar dari NGM.
Anw Aa; w Anw Aa; w
Ro :x(FV_l):x(0,0,0,0,ﬁ 7 +'S ! ):'8 L +’S !
.Iu’pj QJ' .Iu’pj r_} .Iu’pj Qj .Iu’pj }}
_ BfAnw N BA(l —n)w
p((I-—now+ngw+m)@+d  p((1-no+new+p)((1—-p)t+pt+p)

Ro

5. Melakukan simulasi terhadap model

Simulasi dilakukan dengan program Maple 2018 dan memberikan nilai untuk parameter-parameter
yang terdapat pada model. Adapun nilai parameter-parameter yang digunakan dalam model akan
dijelaskan sebagai berikut:

e Bersumber data dari (BPS Jakarta, 2021), total populasi penduduk Ibukota Jakarta pada
tahun 2019 adalah 10.557.810 dan pada tahun 2020 adalah 10.562.088. Sedangkan angka
kelahiran pada tahun 2020 sebanyak 124.154 berdasarkan rilis data dari (Diskominfotik DKI
Jakarta, 2021a). Dengan demikian nilai angka kelahiran (A) adalah

Kelahiran x 1000 12
_ Rata —rata penduduk 2019 — EGEGK

100
124154 x 1000
10.557.810 + 10.562.088
2
100
A =0,00979755 /bulan

A

/12

A=

e Angka kematian pada tahun 2020 sebanyak 74.310 jiwa berdasarkan rilis data dari
(Diskominfotik DKI Jakarta, 2021b). Lalu dikurangi dengan angka kematian akibat Covid-19
s.d. 31 Desember 2020 sebanyak 3.287 jiwa. Oleh karena itu angka kematian alami pada
tahun 2020 sebanyak 71.023 jiwa. Dengan demikian angka kematian alami (g) adalah

Kematian x 1000
_ Rata —rata penduduk 2019 — 2020 /12

100

71023 x 1000 12
10.557.810 + 10.562.088 /
2
100
i = 0,005605/bulan

,|u':

e Jumlah penularan penyakit Covid-19 di DKI Jakarta pada periode Maret 2020 s.d. Agustus
2021 adalah 850.583 berdasarkan data dari (Corona Jakarta, 2021). Dengan periode sebanyak

18 bulan, maka laju penularan penyakit Covid-19 () adalah
850583/18

= OEG2088 0,00447 /bulan

e Jumlah pasien yang sembuh dari penyakit Covid-19 di DKI Jakarta pada periode Maret 2020
s.d. Agustus 2021 adalah 830.197 berdasarkan data dari (Corona Jakarta, 2021). Dengan
periode sebanyak 18 bulan, maka laju kesembuhan dari Covid-19 (y) adalah

~830197/18

= 0562088 0,0043668/bulan
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e Jumlah pasien yang meninggal dari penyakit Covid-19 di DKI Jakarta pada periode Maret
2020 s.d. Agustus 2021 adalah 13.290 berdasarkan data dari (Corona Jakarta, 2021). Dengan
periode sebanyak 18 bulan, maka laju kematian akibat Covid-19 (x) adalah

13290/18

~ 10562088 = 0,0000699/bulan

X

e Dengan mengolah data jumlah pasien Covid-19 yang bergejala dan tidak bergejala pada
periode September 2020 s.d. Juli 2021 dari (Corona Jakarta, 2021), didapatkan proporsi
pasien yang tidak menunjukkan gejala sebesar 1 = 0,335634. Dikarenakan

n = 0,335634, maka proporsi pasien yang menunjukkan gejala  sebesar
(1—n) = 0,664363.

e Berdasarkan data pada (WHO, 2020), angka rata-rata masa inkubasi Covid-19 (1/w) adalah
5 hari atau é bulan. Maka nilai parameter w adalah

1 individu individu

== =6
@ 1 bulan bulan
6

e Diolah data angka pasien yang menjalani isolasi mandiri (isoman) dari pasien tak bergejala
(kompartemen A). Data yang diolah adalah periode September 2020 s.d. Juli 2021 sesuai
dengan data yang tersedia di (Corona Jakarta, 2021).

Didapatkan angka pasien tak bergejala yang menjalani isolasi mandiri sebanyak 259.892
individu. Maka didapatkan parameter ¢ sebesar
259892 /11

= 10562088 — 0,002236/bulan

e Diolah data angka pasien bergejala yang menjalani isoman dan perawatan rumah sakit. Data
yang diolah adalah periode September 2020 s.d. Juli 2021 sesuai dengan data yang tersedia di
(Corona Jakarta, 2021).

Didapatkan proporsi pasien bergejala yang menjalani perawatan rumah sakit sebesar
p = 0,536805. Demikian sehingga proporsi pasien bergejala yang menjalani isolasi

mandiri sebesar (1 — p) = 0,463194.

¢ Diolah data angka pasien yang menjalani pengobatan dari pasien bergejala (kompartemen I).

Data yang diolah adalah periode September 2020 s.d. Juli 2021 sesuai dengan data yang
tersedia di (Corona Jakarta, 2021).

Didapatkan angka pasien bergejala yang menjalani pengobatan sebanyak 514.434 individu.
Maka besaran parameter laju pasien bergejala menjalani pengobatan (t) sebesar

_ 514434/11
10562088

= 0,004427 /bulan
Dengan menginput nilai parameter yang telah ditemukan pada bilangan ‘R, didapatkan
Ry, =0,851115
Bilangan Ry < 1 dapat diartikan individu yang terinfeksi menghasilkan kurang dari 1 infeksi baru

dan penyakit perlahan akan musnah. Dikarenakan bilangan R, kurang dari 1, maka model/sistem
stabil di titik ekuilibrium bebas penyakit.
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Kemudian diinput nilai parameter ke dalam titik ekuilibrium bebas penyakit pada persamaan
(4.25). Didapatkan nilai-nilai  titik  bebas penyakit E,(s,e,a,i, ty,t;,7)  sebesar
E;(1.748001,0,0,0,0,0,0).

Kemudian dilakukan simulasi pada setiap kompartemen yang ada pada model menggunakan
program Maple. Untuk kompartemen rentan pada saat t = 0 yaitu S(0) = 0 dikarenakan belum ada
individu yang lahir ke dalam populasi. Kemudian untuk kompartemen E, 4, I, T;, T5, dan R pada
saat t = 0 dipilih nilai awal 1 agar terlihat penurunan subpopulasi yang terinfeksi penyakit seiring
penyakit menghilang dari populasi. Berikut disajikan grafik-grafik plot perubahan jumlah masing-
masing kompartemen terhadap waktu t.

GAMBAR 2. Plot Perubahan Jumlah Individu Kompartemen S terhadap waktu ¢

Gambar 2 menunjukkan perubahan jumlah individu dari waktu ke waktu. Titik ekuilibrium bebas
penyakit 5 bernilai 1.748001 dan dapat dilihat bahwa plot mulai stabil atau mendatar pada titik
tersebut. Ini menandakan bahwa subpopulasi S stabil ke titik bebas penyakit. Meningkat tajamnya
plot subpopulasi 5 dikarenakan masuknya individu baru lahir ke dalam populasi dan mulai stabil
dalam 1500 bulan. Jumlah individu kompartemen S pada waktu t mulai mendatar dalam waktu
1500 bulan dikarenakan individu yang keluar ke kompartemen lain.

GAMBAR 3. Plot Perubahan Jumlah Individu Kompartemen £ terhadap waktu ¢
Dengan dipilih nilai awal 1, yaitu E(0) = 1, didapatkan plot menurun pada jumlah individu
kompartemen E pada waktu ke-t. Dapat dilihat plot mulai stabil kurang dari 1 bulan. Hal ini
disebabkan kompartemen E menampung individu-individu yang terpapar dan masa inkubasi yang

dijalani hanya 5 hari atau é bulan.
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GAMBAR 4. Plot Perubahan Jumlah Individu Kompartemen A terhadap waktu ¢

Dengan dipilih nilai awal 1, terlihat penurunan plot kompartemen A terhadap waktu t. Dapat
dilihat bahwa plot mulai stabil dalam waktu 1500 bulan. Menurunnya plot disebabkan oleh hampir
keseluruhan individu kompartemen A sudah ke kompartemen lain, ada yang sudah masuk

kompartemen orang sembuh (R) setelah menjalani isoman, ada yang meninggal alami, dan ada juga
yang meninggal akibat Covid-19.

1220 1 1L

GAMBAR 5. Plot Perubahan Jumlah Individu Kompartemen 7 terhadap waktu ¢
Dengan dipilih nilai awal 1, terlihat penurunan plot kompartemen I terhadap waktu.
Kompartemen I mulai stabil dalam waktu 1500 bulan. Keadaan mulai stabil dikarenakan hampir
seluruh individu sudah pindah ke kompartemen lain, ada yang sudah sembuh setelah menjalani
isoman atau perawatan rumah sakit, ada yang meninggal alami, dan ada juga yang meninggal dari
Covid-19 ini.

¥ 4

GAMBAR 6. Plot Perubahan Jumlah Individu Kompartemen 77 terhadap waktu ¢
Dengan dipilih nilai awal 1, terlihat perubahan jumlah individu pada kompartemen subpopulasi
yang menjalani isolasi mandiri. Plot mulai stabil dalam waktu 800 bulan. Plot kompartemen T,

mulai stabil dikarenakan jumlah pasien dari kompartemen A dan I mulai menurun, ada yang sudah
sembuh, atau meninggal ketika proses isoman ini.
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GAMBAR 7. Plot Perubahan Jumlah Individu Kompartemen 7> terhadap waktu ¢
Dengan dipilih nilai awal 1, yaitu t,(0) = 1, terlihat penurunan jumlah individu kompartemen
T, terhadap waktu t. Dapat dilihat mulai stabil dalam waktu 800 bulan. Keadaan mulai stabil
dikarenakan jumlah pasien dari kompartemen [ mulai menurun, ada yang sudah sembuh, atau
meninggal ketika perawatan di rumah sakit.

1o ]

GAMBAR 8. Plot Perubahan Jumlah Individu Kompartemen R terhadap waktu ¢
Diambil nilai awal 1 yaitu »(0) = 1, didapatkan plot perubahan jumlah individu menurun. Dapat
dilihat plot mulai stabil dalam waktu 1500 bulan. Jumlah individu yang sembuh setiap waktu t
semakin menurun disebabkan menurunnya pula jumlah individu yang menjalani pengobatan T, dan
T5.

KESIMPULAN

1. Model matematika penyebaran Covid-19 dibangun dengan memperhatikan data penyebaran

Covid-19 di DKI Jakarta. Dapat dilihat bahwa pada penyebaran Covid-19 di DKI Jakarta terdapat
dua subpopulasi yang dapat menyebarkan penyakit (4 dan I), dan dua subpopulasi yang berisi
individu yang menjalani pengobatan (7 dan T5).
Dengan demikian model terdiri dari 7 kompartemen, yaitu kompartemen individu rentan (5),
kompartemen individu terpapar dan menjalani masa inkubasi (E), kompartemen individu
infectious tanpa gejala (4), kompartemen individu infectious bergejala (I), kompartemen individu
yang menjalani isolasi mandiri (T,), kompartemen individu yang menjalani perawatan rumah
sakit (T3), dan kompartemen individu yang telah sembuh dari Covid-19 (R). Model terdiri dari
sistem persamaan diferensial dari tujuh kompartemen sebagai berikut:

© = AN — (BSI + BSA) — S

d
g:ﬁSI—I—ﬁSA—nwE—(l—n)mE—yE
dA
E-nmE—{A—#A
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%z (1 —n)wE —ptl — (1 — p)tl — ul
dT
d_: =(A+ (1 —p)tl — Ty — uT, — YT,
dT
d_: = ptl — xT; — uT; — YT,
dR
T YT, + YT; — pR
2. Dengan menganalisa sistem dalam model non-dimensional, didapatkan titik ekuilibrium bebas
penyakit dan titik ekuilibrium endemik.
Titik ekuilibrium bebas penyakit didapatkan ketika populasi keseluruhan terbebas dari penyakit.

Oleh karena itu @ = 0 = i. Didapatkan titik ekuilibrium bebas penyakit sebagai berikut:

E (s e,a,itytyr) = (E 0,0,0,0,00)

Dapat dilihat dalam keadaan bebas penyakit, hanya kompartemen 5§ yang memiliki titik
ekuilibrium yang bernilai > 0.

Titik ekuilibrium endemik adalah titik ekuilibrium sistem ketika populasi tidak bebas dari
penyakit. Dengan demikian nilai @ = 0 dan i > 0. Hasil perhitungan titik ekuilibrium endemik

E;(s*,e*,a’,i",t],t5, v") dari sistem sebagai berikut:

o = (ptw) (p+r)(p+d) . _ Bs*i*+fs"a* . _ (—14n)w(A—pus®)  A—ps®

Blw—nw)+(p+{)+Bnw(p+t)’ ptw (u+7)(p+w) Bs* '
= A-ps® A-us*w .  {a*+(1-p)ri* .,  pri’ danr* — Y]+t
COBs WOt N oyt T2 iy B '

Dapat dilihat dalam keadaan penyakit menyebar, seluruh kompartemen memiliki titik ekuilibrium
yang bernilai = 0.

Analisis kestabilan dilakukan dengan membentuk matriks generasi selanjutnya dari sistem.
Kemudian didapatkan bilangan R, sebagai berikut:

BAnw BA(l — n)w

Ao T (@ —metne +wE+o) +ﬁ¢((1 —Mw+nw+ (1 —p)t+pr+p)

Setelah memasukkan nilai parameter-parameter sesuai data yang tersedia, didapatkan besaran
bilangan R, sebesar 0,851115.

Bilangan i, = 0,851115, berarti %y < 1. Bilangan Ry < 1 menandakan sistem tidak stabil
di titik endemik, melainkan sistem stabil di titik ekuilibrium bebas penyakit.

3. Plot masing-masing kompartemen menggambarkan bahwa penyakit Covid-19 akan menyerang
populasi dan akan menghilang. Berdasarkan hasil simulasi, subpopulasi/kompartemen S akan

stabil dalam waktu 1500 bulan, kompartemen E akan stabil dalam waktu 1 bulan, kompartemen
A akan mulai stabil dalam waktu 1500 bulan, kompartemen I akan mulai stabil dalam waktu
1500 bulan, kompartemen T, akan mulai stabil dalam waktu 800 bulan, kompartemen T, akan
mulai stabil dalam waktu 800 bulan, kompartemen R akan mulai stabil dalam waktu 1500 bulan.

Oleh karena itu, diperlukan persiapan fasilitas pengobatan sampai dengan penyakit menghilang
dari populasi.
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