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Abstract

Parameter is a value that describe the characteristics of a population. But the parameter’s value of a real
data is unknown. To estimate the value of the parameter, there are several methods, which are maximum
likelihood estimation method (MLE) and Bayesian parameter estimation method. In Bayesian method,
the prior information is applied to update the current data. The prior is determined based on the
information in the data. This mini thesis is using censored data with exponential distribution, and using
the conjugate prior. Followed by squared error loss function (SELF), the estimated value function of the
A parameter, that is 1. When the function was applied on Stanford heart transplant data, the value of 1 =
0.00089, which means the patient’s failure (death) probability is low and the patient’s probability to
survive is high.
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Abstrak

Parameter merupakan nilai yang menjelaskan karakteristik dari suatu populasi. Namun parameter pada
data yang sebenarnya, tidak diketahui nilainya. Untuk menduga nilai parameter dari data tersebut, terdapat
beberapa metode estimasi parameter, dua diantaranya adalah metode estimasi kemungkinan maksimum
(MLE) dan metode estimasi parameter Bayesian. Pada metode estimasi Bayesian, digunakan informasi
awal (prior) untuk memperbarui data saat ini. Prior ditentukan berdasarkan informasi pada data. Pada
skripsi ini digunakan data tersensor yang berdistribusi eksponensial, dengan prior yang digunakan adalah
prior konjugat. Selanjutnya dengan fungsi kerugian error kuadrat (SELF), didapatkan fungsi nilai
parameter estimasi dari parameter A, yakni 1. Ketika diaplikasikan pada data transplantasi jantung
Stanford, didapatkan nilai 4 = 0.00089, yang berarti kemungkinan pasien mengalami kegagalan (mati)
adalah rendah dan kemungkinan pasien bertahan adalah tinggi.

Kata-kata kunci: Data Tersensor, Estimasi Parameter Bayesian, Prior Konjugat, SELF, Analisis Survival

PENDAHULUAN

Analisis survival merupakan kumpulan dari prosedur statistika dalam menganalisis data, dimana
hasil yang diteliti adalah waktu hingga event terjadi, dengan dua komponen utama yaitu fungsi survival
dan fungsi hazard [1]. Dalam analisis survival, terdapat istilah penyensoran data, yang dilakukan
karena waktu bertahan objek tidak diketahui pasti oleh peneliti.

Data tersensor, data yang sudah dilakukan penyensoran, bisa saja mengikuti suatu distribusi yang
sudah diketahui, dengan nilai parameter yang tidak diketahui. Parameter dari data tersebut, dapat
digunakan untuk mendapatkan fungsi survival dan fungsi hazard. Untuk menduga nilai dari parameter
tersebut, dapat digunakan metode pendekatan seperti MLE atau metode estimasi Bayesian. Pada
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metode MLE, penduga yang dihasilkan cenderung merupakan penduga tak bias, sedangkan pada
metode estimasi Bayesian pendugaan parameternya sulit dilakukan secara analitik, akan tetapi metode
estimasi Bayesian, membebaskan peneliti untuk menentukan prior yang akan digunakan. Selain itu,
karena metode estimasi Bayesian hasilnya masih berupa distribusi atau peubah acak, maka diperlukan
suatu fungsi kerugian untuk mengestimasi nilai parameter yang sedang diestimasi, dan peneliti diberi
kebebasan untuk menentukan fungsi kerugian yang akan digunakan.

Ningrum et al (2020) [2], telah melakukan penelitian untuk mengestimasi parameter dari distribusi
Rayleigh dengan menggunakan metode estimasi Bayesian squared error loss function (SELF), dengan
menggunakan prior Vague. Dengan studi kasus penderita kanker ovarium, yang diambil dari program
R, mereka menyimpulkan bahwa jika hasil estimasi yang didapatkan, dibandingkan dengan hasil
estimasi parameter dengan metode dan data yang sama, didapatkan bahwa dengan menggunakan prior
uniform akan dihasilkan estimasi parameter yang lebih baik daripada menggunakan prior Vague. Hal
ini didapatkan dengan membandingkan grafik fungsi survival dan fungsi hazard milik mereka dengan
grafik dari tulisan sebelumnya dengan data yang sama.

Berdasarkan hal tersebut, penulis ingin membahas mengenai metode Bayesian SELF untuk
mengestimasi parameter distribusi eksponensial pada data tersensor. Distribusi eksponensial, dipilih
karena merupakan distribusi yang berkaitan dengan waktu. Selain itu, distribusi ini juga merupakan
bagian dari keluarga eksponensial, yang salah satu keuntungannya adalah distribusi konjugat juga
terdapat pada keluarga eksponensial [3]. Adapun data pada penelitian ini adalah data sekunder yang
bersumber dari software R, yaitu data pasien transplantasi jantung Stanford [4], yang dapat diakses
dari library "survival". Tujuan utama dari penelitian ini adalah mendapatkan fungsi nilai parameter
estimasi, lalu diaplikasikan pada analisis survival untuk mengetahui performa dari parameter estimasi
tersebut.

METODE

Metode penelitian yang digunakan dalam penelitian ini adalah metode penelitian kuantitatif, yaitu
data yang digunakan dapat dicatat dalam bentuk angka. Metode penelitian ini dilakukan dengan cara
membentuk dan menganalisis data sesuai dengan tujuan akhir peneliti.

Teknik pengumpulan data yang digunakan dalam penelitian ini, yaitu:

1. Menggunakan data sekunder berupa data survival pasien transplantasi jantung Stanford yang dimulai dari
tanggal 1 November 1967 hingga 1 April 1974. Data tersebut diperoleh dari jurnal milik J. Crowley dan M.
Hu (1977) yang berjudul Covariance Analysis of Heart Transplant Survival Data.

2. Studi literatur, yaitu dengan mengumpulkan materi-materi yang berkaitan dengan permasalahan yang dibahas
dalam penelitian ini.

HASIL DAN PEMBAHASAN
Distribusi Eksponensial

Pada penelitian ini, parameter yang akan diestimasi adalah parameter rate dari distribusi
eksponensial yang dinotasikan dengan A. Karena data yang digunakan adalah data tersensor, maka
untuk membentuk fungsi likelihood, dibutuhkan fungsi survival dari distribusi eksponensial, yaitu:

St)=1—F() =e™ 1
dan fungsi hazard dari distribusi eksponensial adalah:
o) =53 =12 @

S

Setelah didapatkan fungsi survival, fungsi likelihood dapat dibentuk, yaitu:
f@:lA6) =TTk, [F(E)1%S ()] %

- 3
= ATi=10iexp(—ATM, t;) ¥
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Estimasi Parameter

1. Prior Chi-Square
Karena distribusi Chi-Square dan distribusi eksponensial, merupakan distribusi spesial dari
distribusi Gamma, maka peneliti berasumsi bahwa distribusi Chi-Square merupakan distribusi
konjugat dari distribusi eksponensial. Untuk membuktikan hal tersebut, perlu didapatkan distribusi
posterior terlebih dahulu, diawali dengan menentukan fungsi peluang gabungan (joint probability)
antara fungsi likelihood pada persamaan 17 dan distribusi prior, yaitu:
1 K osi-1 (1, wn
f Darisaf @) = 127 exp (=2 (3 + 31Lt:)) @

Dilanjutkan dengan menentukan fungsi peluang marginalnya, yaitu sebagai berikut:

K -1 (451,67
12 FOf(EIDdA = (25F (§)> r(&+sn,8) (#)

T (®)
E+Ei=1ti
posterior, yang dinotasikan dengan f(A1|t) atau p(A|t), bisa didapatkan dengan menyubstitusikan
fungsi peluang gabungan dan fungsi peluang marginal pada persamaan 13, yaitu:
_ f(tM)f(A)Chi—sq
faly ===

k
Llisn \GEias) n
- %A@ﬂi:l&rl)ew (—A (l + anlti))
k. on 2 t
<r(5+zi=15i)>
Berdasarkan persamaan di atas, dapat dilihat bahwa posterior dapat dinyatakan berdistribusi
Gamma dengan parameter shape, « =§+Z{1:16i dan parameter rate, =%+Z?:1ti. Artinya

distribusi posterior tidak sama dengan distribusi prior, artinya distribusi Chi-Square bukan merupakan
distribusi konjugat dari distribusi eksponensial sehingga perlu ditentukan distribusi prior konjugat
yang baru.
2. Prior Gamma

Prior yang berdistribusi Gamma dipilih karena, ketika menggunakan prior yang berdistribusi Chi-
Square, posterior yang dihasilkan berdistribusi Gamma. Karena distribusi Chi-Square merupakan
distribusi spesial dari distribusi Gamma, seharusnya posterior yang dihasilkan dengan prior Gamma,
akan berdistribusi Gamma pula. Oleh karena itu, akan ditentukan distribusi gabungan antara fungsi
likelihood pada persamaan 17 dan distribusi prior, yaitu sebagai berikut:

n

D gamf(€12) = £ aer2iadizte=(B12katd) @
dan fungsi peluang marginalnya adalah:

(6)

a+s! 8
. T
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sehingga, posterior-nya adalah sebagai berikut:
f(/’{lt) — f(tM)ff((g)Gam

[a + 2,6 ©)

_ (B+ep, 6) " Fi=1 Q(@HE, 8)~1 o —A(B+EIL, 1) @)
F(a+2?=15i)

Berdasarkan persamaan di atas, posterior yang dihasilkan berdistribusi Gamma, dengan parameter
shape, a + Xi-,d;, dan parameter rate, § + -, t;. Artinya distribusi Gamma merupakan distribusi
konjugat dari distribusi eksponensial.

3. Squared Error Loss Function (SELF)

Setelah didapatkan distribusi posterior, akan digunakan SELF untuk menentukan nilai parameter
estimasi. Hal ini disebabkan karena hasil dari posterior masih berupa variabel acak. adapun fungsi
kerugian galat kuadrat ketika diaplikasikan pada metode estimasi Bayesian, sama dengan fungsi
ekspektasi dari posterior, yaitu sebagai berikut:

1 =EW

a

B (10)
_ a+2?=16i
- ﬁ+2?=1ti
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Karena fungsi nilai parameter estimasi telah didapatkan, maka estimasi fungsi survival dan fungsi
hazard dari data tersensor yang berdistribusi eksponensial adalah:
S@) = exp(—it)
— exp (_ a+s 8 t) (11)
B+t

h@) =2
_ a+2‘€1=15i (12)

ﬁ +Zln=1 t;

Simulasi pada Data

1. Deskripsi Data

Pada penelitian ini, digunakan data sekunder yang bersumber dari aplikasi R, library "survival”, yaitu data
mengenai pasien transplantasi jantung Stanford. Pada data tersebut, variabel yang akan digunakan adalah variabel
status dan waktu bertahan. Variabel yang akan diestimasi adalah variabel waktu bertahan, dengan asumsi bahwa

variabel tersebut mengikuti distribusi eksponensial, dilihat dari grafik histogram dan hasil AD-test.
Plot Waktu Survival

100
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Waktu Survive
GAMBAR 1. Plot Histogram Variabel Time

Grafik pada gambar 1 merupakan grafik histogram dari variabel waktu bertahan (time). Dari grafik
tersebut dapat dilihat bahwa variabel waktu bertahan dapat dinyatakan berdistribusi eksponensial.
Selain itu dapat ditentukan pula bahwa dari 184 pasien, terdapat hampir 100 pasien memiliki waktu
bertahan mendekati 500 hari, dan waktu bertahan paling lama mencapai lebih dari 3500.

Ketika dilakukan test AD (Anderson-Darling), dengan taraf signifikansi sebesar 5% dan hipotesis
nol, data berdistribusi normal, dan hipotesis satu, data tidak berdistribusi normal didapatkan p-value
< 2.2 x 10718, Artinya hipotesis nol ditolak, sehingga data tidak mengikuti distribusi normal, dan data
dinyatakan berdistribusi eksponensial.

2. Simulasi
Berdasarkan data yang digunakan, didapatkan informasi bahwa 212}6; = 113 dan $}3%t; = 128237.5,
sedangkan untuk menentukan nilai « dan g, didapatkan dari mencocokkan fungsi ekspektasi dan varian antara
distribusi eksponensial dan distribusi Gamma, hasilnya yaitu:
a=1
B =1~ 696943
didapatkan nilai parameter estimasi dari data tersebut adalah:
Z _ a+ Z{l=16i
B+ It
~ 0.00089
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Berdasarkan nilai parameter estimasi yang didapat, peluang terjadinya event adalah rendah, yaitu

sebesar 0.089%. Selain itu, hal tersebut dapat dilihat pula melalui fungsi survival, yaitu:
S(t) = exp(—0.00089t)
Sebagai contoh, misal ingin diketahui peluang pasien dapat bertahan hingga hari ke-1000 adalah:
$(1000) = exp(—0.00089 x 1000) = 0.41066
Artinya, pasien yang telah melakukan operasi transplantasi jantung, memiliki peluang untuk tetap bertahan
hingga hari ke-1000 adalah 41.066%. Adapun peluang pasien mengalami kegagalan setelah bertahan selama t
hari adalah:
h(t) = 0.00089

yang berarti, peluan% [IJEasien mengalami event pada waktu ke-t adalah konstan, yaitu sebesar 0.089%.

Grafik Fungsi Survival dengan Grafik Fungsi Hazard dengan
Parameter Estimasi Lambda Parameter Estimasi Lambda
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GAMBAR 2. Grafik Fungsi Survival dan Fungi Hazard
Gambar 2 merupakan grafik dari fungsi survival dan fungsi hazard ketika diaplikasikan nilai t mulai
dari 1 sampai dengan 3650 (mendekati 10 tahun). Berdasarkan kedua grafik tersebut, dapat dilihat
bahwa peluang pasien dapat bertahan relatif tinggi, hal ini ditandakan dengan peluang pasien dapat
bertahan hingga hari ke-2000, masih di atas 15%, dan peluang pasien dapat bertahan hingga hari ke-
3000 setelah operasi, adalah sekitar 10%. Selain itu peluang pasien mengalami event di setiap harinya
adalah sama, yaitu sebesar 0.089%.

PENUTUP
Kesimpulan

Berdasarkan hasil yang didapat, distribusi Chi-Square bukan merupakan distribusi konjugat dari
distribusi eksponensial, meskipun keduanya merupakan bentuk spesial dari distribusi Gamma, dan
distribusi Gamma merupakan distribusi konjugat dari distribusi eksponensial. Dengan menggunakan
metode estimasi Bayesian didapatkan posterior, yaitu:

(B + It E=

— (a+2?= 5)-1 —A(ﬁ+2{l= t)
fAD =" s sy A7 e '
Ketika digunakan SELF, didapatkan fungsi nilai parameter estimasi 1 (1) yaitu %;1? dan ketika
i=1ti

diaplikasikan ke analisis survival pada data tersensor yang sebenarnya, didapatkan fungsi survival
(S(®)) dan fungsi hazard (h(t)) sebagai berikut:

S(t) = exp(=1) = exp <— at 210 Ziy 6 )
B+EIlit;
~ oo . atIi6
Mo =1= B+Eit
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serta, didapatkan nilai parameter estimasi, 1 = 0.00089, yang berarti peluang bertahan objek
penelitian relatif tinggi dan peluang gagal yang rendah.

Saran

Penelitian ini masih dapat dikembangkan dengan mengaitkan variabel-variabel lain untuk menduga
peluang bertahan suatu individu. Selain itu, penelitian selanjutnya dapat menggunakan prior yang lain,
atau menggunakan data tersensor yang berdistribusi lain seperti distribusi Weibull, Gamma, log-
normal, dll. Menggunakan fungsi kerugian yang berbeda untuk menduga parameter dengan prior yang
sama juga dapat dijadikan pilihan untuk penelitian selanjutnya.
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