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Abstrak Penelitian ini membahas bagaimana hubungan antara Integral Henstock dengan Integral Henstock-
Delta pada skala waktu. Konsep dasar dari kedua integral tersebut terletak pada pembentukan partisi
o — fine yang muncul pada konsep Integral Riemann. Perluasan konsep & — fine ini yang menjadi dasar

dalam hubungan antara Integral Henstock dengan Integral Henstock-Delta pada skala waktu. Hubungan
tersebut tertuang dalam teorema, misalkan f terdefinisikan pada skala waktu dan f*didefinisikan oleh

£ (t) = f(a) Jikate(a,b);
() jika,te[a,b],.
sehingga jika f* terintegralkan Henstock pada selang [a, b] maka f terintegralkan Henstock-Delta pada

skala waktu. Kata kunci : Integral Riemann, Integral Henstock, Integral Henstock-Delta, skala waktu, partisi
6 — fine-

l. Pendahuluan

Integral merupakan salah satu konsep matematis yang mempunyai peranan penting dalam
dunia matematika, sejarah penemuan dan pengembangannya pun cukup panjang. Pada awalnya
adalah Archimedes yang menemukan ide penjumlahan untuk menentukan luas sebuah daerah
tertutup dan volume benda putar, lalu Leibniz memperkenalkan notasi [ sebagai simbol dari
integral. Seiring dengan perkembangan jaman dan ilmu pengetahuan, konsep integral pun semakin
berkembang. Sampai saat ini sudah banyak jenis integral yang ada, seperti Integral Riemann,
Integral Lebesque, Integral Denjoy-Perron, dan Integral Henstock.

Integral Henstock memiliki konsep yang mirip dengan Integral Riemann, mereka juga
mempunyai interpretasi yang sama, yaitu luas daerah di bawah suatu fungsi. Tetapi ada beberapa
fungsi yang tidak bisa diintegralkan secara Riemann namun dapat diintegralkan secara Henstock,
contohnya adalah fungsi karakteristik bilangan rasional pada selang [0,1]. Penemuan konsep pada
Integral Henstock menjadi sebuah terobosan dalam dunia matematika. Konsep Integral Henstock
juga dapat diterapkan dalam konsep matematika lainnya, salah satunya adalah skala waktu.

Sumardi (2009) membahas mengenai hubungan antara Integral Henstock dengan Integral
Perron, di mana jika sebuah fungsi terintegralkan Henstock maka fungsi tersebut terintegralkan
Perron, begitu juga sebaliknya. Pada penelitian ini dibahas hubungan antara Integral Henstock
dengan Integral Henstock-Delta pada skala waktu. Pembahasan dalam penelitian ini diawali
dengan definisi dari Integral Riemann, Integral Henstock, dan skala waktu, lalu akan dibahas
mengenai definisi dari Integral Henstock-Delta pada skala waktu, selanjutnya dibahas mengenai
hubungan antara Integral Henstock dengan Integral Henstock-Delta pada skala waktu.

Il.Landasan Teori
A. Integral Riemann

Fungsi f:[a,b] > R terintegralkan Riemann pada [a, b] jika ada sebuah bilangan
L € R sehingga untuk setiap € > 0 ada s, >0 sehingga jika P adalah setiap partisi bertanda
dari [a, b] dengan HPH<6£, maka ‘S(f;p)— L‘ < &. Himpunan dari semua fungsi yang

terintegralkan Riemann pada [a, b] dinotasikan sebagai R[a, b].
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B. Integral Henstock

Gauge pada interval [a, b] adalah sebuah fungsi positif §:[a,b]— (0,) . Selanjutnya,
partisi bertanda P:={(l,,t)}", pada [a,b] di mana I, :=[x_,x]. dikatakan 5— fine jika

memenuhi t, e I, [t —o(t;),t; +o(t,)] untuk i = 1,2,3,..,n.
Fungsi f:[a,b] >R dikatakan terintegralkan Henstock pada [a, b] jika ada sebuah

bilangan L R sehingga untuk setiap ¢ > 0 ada sebuah gauge 55 pada [a, b] sehingga jika P
adalah setiap partisi o, -fine pada [a, b], maka ‘S( f:P)— L‘ < & . Himpunan dari semua fungsi

yang terintegralkan Henstock pada [a, b] dinotasikan sebagai H[a, b].

C. Skala Waktu

Skala waktu T merupakan setiap himpunan bagian dari bilangan riil R yang tak
kosong dan memiliki interval tertutup. Contoh dari skala waktu adalah bilangan riil, bilangan
bulat, dan bilangan asli, sedangkan contoh yang bukan merupakan skala waktu adalah bilangan
kompleks dan interval buka (0,1).

Misalkan T merupakan skala waktu, maka didefinisikan untuk setiap t € T adalah
1. loncatan maju o(t) =inf{z >t:z e T};

2. loncatan mundur po(t) :=sup{z <t:z e T}.

Misalkan f:T — R maka didefinisikan f“(t) adalah bilangan dengan kondisi jika
diberikan  untuk  setiap e€>0, ada lingkungan U dari t  sehingga

[f(e®)- ()]~ MO[ct)-s] <e|ot) -5, untuk setiap seU dan (1)
disebut delta derivatif dari f pada t.

D. Integral Henstock-Delta pada Skala Waktu

Dikatakan & = (6, ,0;) merupakan sebuah A-—gauge pada [a,b]T dengan syarat
5.(t) >0 pada(a,b] _, J,(t)>0pada [a,b),_, dan & (a) >0, &(b) >0, dan & (t) > s(t)

untuk setiap t e [a,b) . Jika 6 merupakan A — gauge pada[a, b]T, maka partisi bertanda P

T
dikatakan & — fine jika & —0, (&) <t , <t. <& +05(&), untuk 1<i<n.
Dikatakan f :[a,b] — R terintegralkan Henstock Delta pada [a,b]_, dengan nilai

b
integralnya L = HI f (H)At, jika untuk setiap e > 0 ada sebuah A—gauge, &, pada
a

[a, b]T sehingga

L= HE)E 1)

< &, untuk setiap P partisi & — fine pada [a,b]

Pembahasan

A. Teorema Pendukung
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Fungsi f :[a,b] > R terintegralkan Henstock pada [a,b] jika dan hanya jika f
terintegralkan Henstock-Delta pada[a, b].

B. Hubungan Antara Integral Henstock dengan Integal Henstock-Delta pada Skala
Waktu

Teorema :
Jika f" :[a,b] > R terintegralkan ~ Henstock ~ pada  selang  [a,b], maka
f :[a,b]; & R terintegralkan Henstock-Delta pada skala waktu [a, b], .

Bukti :
Sebelum membuktikan teorema, definisikan fungsi f” :[a,b] = R dengan

£ () f(a) jika,te(a,b,);
()_{f(t) jika,t [a,b],.

di mana f :[a,b], > R merupakan fungsi pada [&,b]; dan {(ak,bk)}

:;1 merupakan
barisan dari interval berdampingan ke [a, D], pada [a, b].

Misalkan f " :[a,b] > R terintegralkan Henstock pada [a, b] dan misalkan & > 0.
Berdasarkan Teorema Pendukung, fungsi f :[a,b] = R terintegralkan Henstock pada [a, b]

jika dan hanya jika f terintegralkan Henstock-Delta pada [a,b], maka f ™ :[a,b] >R
terintegralkan Henstock-Delta pada [a, b] sehingga ada A —gauge o = (5, ,;) pada[a, b]

S(f*;P)—(H)j:f*

[a, b]. Definisikan A—gauge & = (5, ,5, ) pada skala waktu [a,b];,

sehingga

& . - . :
<E, untuk setiap partisi 0 — fine Henstock P pada

5. (t)y=05,(t) dan
5.5 = Og (1) jika,t — padatkananpada[a, b];
RY T o(t) -t jika,t —menyebarkananpadala, b];.

Setelah mendefinisikan A —gauge pada skala waktu [a,b];, sekarang misalkan
D= {((f, : [ti_l,ti ])}.nzl sebagai partisi & — fine pada skala waktu [a, 0], . Lalu definisikan
A =i:¢ —titikmenyebarkananpadala,b], —dan—[&,o(&)] <[t .t ]
A=ieAit,=¢&

A=icAt <&
B={1,2,3,..,n} - A

Misalkan D, = {(é‘i,[tifl,ti]) e B} ,maka D, merupakan partisi & — fine pada

selang [a, b]. Untuk setiap i € A, ada partisi & — fine D, dari [ i,G(fi )] sehingga
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. ' (&) . N
S(f ,Di)-(H)!i <o

Untuk setiap 1 € A, misalkan

D, jika,i € A;

oo D U{(&[tat])] . dikaicA,

Maka D = DOU{U Di} adalah partisi 0 — fine pada selang [a,b] dan didapat

ieA

‘S(f;D)—(H)I: £

s\S(f;D)—S(f*;P)\+‘S(f*;P)—(H)j: £

<D FENE —t )-S5 D)|[+ D[ (&) —t ) —S(f; Di)\+§

icA icA,
{\f(é)(a(;)—;)—su*;D;)\+Z\f(é)(a(é)—;)—su*;D;)\+§
icA icA,
U(fi) . . . &
=;(H)£ Fr-s(fD)|+3
<fifog
2 2

Maka terbukti jika f :[a,b] = R terintegralkan Henstock pada selang [a,b] , maka
f :[a,b]; > R terintegralkan Henstock-Delta pada skala waktu [a,b].

C. Penutup

Konsep dalam Integral Riemann merupakan dasar untuk Integral Henstock dan Integral
Henstock-Delta pada skala waktu. Pengaruh dari partisi bertanda pada Integral Riemann
menjadikan ide dasar dalam pengembangan Integral Henstock dan Integral Henstock-Delta pada
skala waktu. Adapun hubungan Integral Henstock dengan Integral Henstock-Delta pada skala
waktu sebagai berikut, sebuah fungsi terintegralkan Henstock-Delta pada skala waktu merupakan
syarat perlu untuk sebuah fungsi terintegralkan Henstock, dan sebuah fungsi terintegralkan
Henstock merupakan syarat cukup untuk sebuah fungsi terintegralkan Henstock-Delta pada skala
waktu.
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