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Abstrak

Tujuan dari penelitian ini adalah menyelesaikan persamaan Schrodinger potensial non-sentral Scarf
hiperbolik plus Rosen-Morse trigonometrik menggunakan metode Supersimetri Mekanika Kuantum
(SUSI MK).Spektrum energi dan fingsi radial diperoleh dari penyelesaian persamaan Schrodinger
bagian radial, sedangkan fungsi gelombang bagian sudut dan bilangan kuntum orbital diperoleh dari
persamaan Schrodinger bagian sudut polar.Spektrum energi dan bilangan kuantum orbital ditentukan
dengan sifat shape invariance.Penentuan fungsi gelombang tingkat dasar bagian radial ditentukan
dengan sifat lowering operator dan fungsi gelombang tereksitasi ditentukan dengan sifat raising
operator.Baik untuk bagian radial maupun bagian polar ditentukan dengan menggunakan sifat
lowering operator dan raising operator.

Abstract

The purpose of this research is to solve the Schrédinger equation of non-central potential Scarf
hyperbolic plus Rosen-Morse trigonometric method Supersymmetry Quantum Mechanics (SUSY
QM). Energy spectrum and radial functions derived from the completion of the radial part of the
Schrodinger equation, while the wave functions of the corners and orbital quantum numbers obtained
from the Schrodinger equation part of the polar angle. Energy spectrum and orbital quantum number
is determined by the nature of the shape invariance. Determination of the wave functions of the radial
part of the base rate is determined by the nature of lowering operators and the excited wave function
is determined by the nature of the raising operator. Both for the radial and polar parts determined by
using the properties of lowering and raising operators.

Keywords: Schrédinger equation, the non-central potential Scarf hiperbolic plus Rosen-Morse
trigonometric, Supersymmetry Quantum Mechanics

PENYELESAIAN PERSAMAAN SCHRODINGER POTENSIAL NON-

1. Pendahuluan

Mekanika kuantum merupakan ‘ilmu dasar’ bagi
penelaahan gejala dan sifat berbagai sistem
mikroskopik (Tjia, 1999).Selain itu, teori kuantum
juga terbukti mampu menjelaskan fenomena kuantum
dari sistem makroskopik seperti superkonduktivitas
dan superfluiditas yang memiliki potensi aplikasi
penting.

Mekanika kuantum merupakan cabang ilmu fisika
yang mempelajari perilaku materi dan interaksinya
dengan energi pada skala atom dan partikel
subatomik. Dalam mekanika kuantum, perilaku dari
partikel dapat direpresentasikan dalam bentuk fungsi
gelombang yang diperoleh dari penyelesaian
persamaan Schrodinger (Suparmi, 2011).

Persamaan Schrédinger merupakan persamaan
diferensial orde dua yang mendeskripsikan bagaimana
keadaan kuantum suatu sistem fisika yang berubah
terhadap waktu. Persamaan Schrdodinger merupakan
jantung mekanika kuantum.Jadi, pada intinya bahwa
hasil dari penyelesaian persamaan Schrodinger terdiri

dari spektrum energi atau tingkat-tingkat energi dan
fungsi gelombang yang memberikan informasi tentang
perilaku partikel yang dipengaruhi oleh potensial
tersebut (Cari, 2013).

Metode Supersimetri Mekanika Kuantum (SUSI
MK)  merupakan  ‘pilihan  peneliti’  dalam
menyelesaikan  persamaan  Schrodinger — untuk
potensial non-sentral Scarf hiperbolik plus Rosen-
Morse trigonometrik. Hal ini didasarkan pada suatu
alasan bahwa dengan menggunakan metode SUSI
MK, penyelesaian persamaan Schrodinger melalui
sifat degenerasinya menjadi lebih sederhana yaitu dari
persamaan diferensial orde dua dapat difaktorkan
menjadi persamaan diferensial orde satu, dan dengan
metode ini pula dapat diketahui spektrum energi
terendah dan tertinggi dari suatu partikel dengan lebih
akurat.
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2. Metode Penelitian

Objek dalam penelitian ini adalah persamaan
Schrodinger dari potensial Scarf hiperbolik plus
Rosen-Morse trigonometrik, yaitu :

a. Persamaan Schrodinger bagian

radial untuk

potensial Scarf hiperbolik plus Rosen-Morse
trigonometrik

W’ d2yp | h? MZH(Z—% 2MK cosh(r) _
T omarz %( sinh2(r) - sinh2(r) l'b - ELIJ (1)

dengan, 2ZMK = 2b (a + %) dan
1I\2
M? + K? =b2+<a+§) +1(l+1)
b. Persamaan Schrodinger bagian
potensial Scarf hiperbolik plus
trigonometrik

2 a2 | K v(v+1)+m2—% _
“imas m<—sme “2uco¥)Q=EQ (2

dengan,v’ =Jviv+1)+ m2 — % dan

2 1 2

E=—— <l + —)
2m 2
Instrumen yang digunakan dalam penelitian ini

berupa persamaan-persamaan dalam metode SUSI

sudut untuk
Rosen-Morse

MK, yaitu :
a. persamaan potensial efektif
Verr=V_(x;a0) + Eg 3)
b. persamaan pasangan potensial supersimetri shape
invariance
h ’
V_(x; aj) = Wz(x, aj) — EW (x aj) (4a)
h ,
Vi(oa)= Wi xa)+ =Wi(xa)  (4b)
c. persamaan umum tingkat energi ke-n  untuk

Hamiltonian penurun

E,) = SiiR(a) (5)

dimana, R(a,) =V, (;ar_1) — V_.(x; a)  (6)
d. persamaan umum spektrum energi tingkat ke-n

E,= EO + E, 7
e. persamaan fungsi gelombang tingkat dasar
- Vam
PO =N exp[—TmeW(x) dx] (8)
f. persamaan operator penaik
+-_ "4
At = NP + W(x) ©)]

g. persamaan fungsi gelombang tingkat ke-n
Y (x5 ag) ~A* (6 ag)Pn_1 (x; ap) (10)
Tujuan dari penelitian ini adalah menentukan

persamaan spektrum energi dan fungsi gelombang

dengan menggunakan metode SUSI MK. Adapun

langkah-langkahnya dapat ditempuh sebagai berikut :

a. Menentukan persamaan Schrdédinger bagian radial
dan sudut dari potensial non-sentral yang
diketahui.

b. Menentukan potensial efektif (Ver.

c. Menentukan persamaan spektrum energi tingkat
dasar (£0).

d. Menentukan persamaan superpotensial W (x).

e. Menentukan persamaan pasangan potensial
supersimetri V. (x ; aj).

f. Menentukan persamaan umum spektrum energi
tingkat ke-n (£5).

g. Menentukan bilangan kuantum orbital £ (khusus
bagian sudut).

h. Menentukan persamaan fungsi gelombang tingkat
dasarlp(()_).

i. Menentukan persamaan fungsi gelombang tingkat
ke-n <.

3. Hasil dan Pembahasan

Persamaan spektrum energi E dan fungsi
gelombang 1 pada potensial non-sentral Scarf
hiperbolik plus Rosen-Morse trigonometrik ditentukan
dengan cara menyelesaikan persamaan Schrodinger
potensial tersebut. Persamaan Schrodinger tiga
dimensi untuk potensial non-sentral Scarf hiperbolik
plus Rosen-Morse trigonometrik dituliskan sebagai
berikut :

CEILD (20 LD (), Lo,

2m lr2or ar r2sin@ 96 1'25in266_</12
i [ (b*+a(a+1)) Zb(a’ri) cosh(r) " W (v(v+1) _
2m sinh2(r) sinh2(r) 2mr2 \ sin2@
2/1C0t9)1/}=El,0 (11)
Secara matematis, pers.(11)dapat dipisahkan

menjadi tiga persamaan diferensial orde dua, yaitu
persamaan bagian radial, bagian polar, dan bagian
azimuthsebagai berikut :

Persamaan bagian radial

w2 a2y 72 (b2+a(a+1)) 2b(a+%)cosh(r)
T omar? + m sinh2(r) - sinh2(r) +
RIS I
P ]w = (12)
atau

W% d2y | K2 M2+Kz—% 2MK cosh(r) _
T omar? Z(sinhz(r) - sinh2(r) ll) - El[) (13)
dengan 2MK = 2b (a + %) , dan

1 2
M? + K? :b2+(a+5) +I(l+1)

Persamaan bagian polar

B da2Q | K2 v(v+1)+mZ—4l _
“imae m(—sme “2uco® JQ=EQ (19

h2 1\2

denganE = P (l + E)
atau

7 d?Q | K% (v(v+1) _
it T Csidas ~ 2HCO®)Q=EQ  (19)
denganv' = \[v(v + 1) + m? —%
Persamaan bagian azimuth
1920 _ 2 1 0% 2
56¢2 =-m atauaﬁ-km =0 (16)

dengan®(¢) = '™

Berdasarkan bentuk persamaan potensial efektif
dari potensial non-sentral Scarf hiperbolik plus Rosen-
Morse trigonometrik bagian radial pada pers.(13),
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dapat dimisalkan persamaan superpotensialnya
sebagai berikut:
W(r) =Acotlr) + Bcschr) 17)

Dengan menggunakan pers.(3), yaitu
Veff = V_(x; ao) + EO
sehingga

Ey = W2(r) — —W'(r)

N (18)

Verr—
maka diperoleh :

ﬁ(M2+K2—%) N (A2+BZ+LA)

2MK cosh(r) —E. = \V2m
2m  sinh2r 2m  sinh2(r) 0~ sinh?r
h
(2AB+—B) cosh(r)
Mo em /T g2
sinh2(r) 4 (19)
Dengan menyamakan ruas kiri dan kanan diperoleh
i 1
A= —ﬁ(M +2) (20.2)
h
B = EK (20.b)

dan diperoleh persamaan spektrum energi tingkat
dasar sebagai berikut :

7 1\2
Eo = E(M + ;) (20.c)
Dengan mensubtitusikan pers.(20.a) dan (20.b) ke
pers.(17), maka persamaan superpotensial untuk
potensial non-sentral Scarf hiperbolik plus Rosen-

Morse trigonometrik bagian radial dapat ditulis
kembali sebagai :

W(r):—L(M+ )cot(lr)+

N Kcsc[]r)

21
sehingga

Wz(r)— ((M+ ) +K2)cscﬁ(r)—£(2(M+

5)K)cotbr)cscﬂr)—£(M+%)2 22)
dan
w'@r) = ((M+ )cscﬁ(r)—Kcothr)cschr)) (23)

Berdasarkan persamaan superpotensial ini dapat
ditentukan pasangan potensial supersimetri
V_(x; aj)dan V,(r;a;). Dimana V_(x; aj) ditentukan
dengan menggunakan pers.(4a), sedangkan V, (r; a j)
ditentukan dengan menggunakan pers.(4b). Dengan
mensubtitusikan pers.(22) dan (23) ke dalam pers.(4a)
diperoleh :

V_(r; ap)

=2h:n<(M+;) +K2—(M +%))cscf1(r)

—%K(Z(M+%)—l)cot(r)cscm

2

atau

V_(r;a4) ——((M2+K2—l))cscﬁ(r)—

mZMKcotfr)cscﬁr)—m(M+;) (24)
Sedangkan dengan mensubtitusikan pers.(22) dan (23)
ke dalam pers.(4b) diperoleh :

=%<(M+%)2+K2+(M+%)>cscﬁ(r)—
%K(Z(M+%)+1)cotbr)cscbr)—

w2

V,(r;a,)

(25)

Dari kedua pers.(24) dan (25), diketahui:
ay=M +§ (26a)
=M+-+1 (26b)
Dengan mengoperasikan pers.(26a) dan (26b) ke
pers.(4a) diperoleh

V_(r; al)— ((M+ ) +K2+(M+%)>cscﬁ(r)—
EK(Z(M+5)+1)c0t[1r)cscﬂr)—%(M+§)2 @7

Berdasarkan pers.(6), maka

R(a;) =V, (x;a0) — V_(x;a,) (28)
Dengan mensubtitusikan pers.(25) dan (27) ke
pers.(28) diperoleh :

2 1\2 | #? 3\?

R(al):_E(M—I_E) +E(M+E) (29)

Dengan cara yang sama dapat diperoleh Sehingga
dapat digeneralisasi sebagai berikut :

T R(@) =5 (X =A== (X =2 =20 (30)
Berdasarkan pers.(5), maka diperoleh
E,S‘)=27;:1R(ak)=—%(M+§)Z+£(M +§+n)2 (31)

Dengan mensubtitusikan pers.(20c) dan pers.(31) ke
pers.(7) yaitu

E,=ES) +E,
akan diperoleh :
K2 1 2
EnZ%(M+;+n) (32)
denganM;, =

\/(a+%+b)z+l (l+1)1\/(a+%+b)z+l(l+1)—4b(a+%)

2
Persamaan (32) merupakan persamaan energi tingkat
ke-n(E,,) untuk potensial non-sentral Scarf hiperbolik
plus Rosen-Morse trigonometrik bagian radial.
Persamaan fungsi gelombang untuk potensial non-
sentral ~ Scarf  hiperbolik  plus  Rosen-Morse
trigonometrik  bagian radial ditentukan dengan
menggunakan metode operator supersimetri. Dengan
mensubtitusikan pers.(21) ke dalam pers.(8) yaitu :

lp(()—)(r; ay) =N exp[—@frW(r; ao) dr]
sehingga
N GENE NEXp[— I (Kcschr) -

(M + %) cot (r)) dr]
dan diperoleh :

PO a0) = N(coskr) — 1)K (si nigr)) (M5 +)

(34)

Persamaan (34) merupakan persamaan umum fungsi
gelombang tingkat dasar untuk potensial non-sentral
Scarf hiperbolik plus Rosen-Morse trigonometrik
bagian radial.

Sedangkan untuk fungsi gelombang tingkat satu
ditentukan dengan mengoperasikan operator penaik
(A™) (pers.(9) ke dalam persamaan gelombang tingkat
dasar (pers.(34)) dengan menggunakan pers.(10), yaitu

ll)f_)(r; ay) = A*(r; ao)lpé_)(ri a;)

(33)

maka

PO e = [~ = + W] w e (9)
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sehingga
_ hod h
1!’1( (r; ap) =N [—\/Z——m; + E(KCSCEV”) -
(M + %) cot hr))] (coslr) — 1)K (si nﬁr))(M+K+5)(35)
Dan dengan penjabaran sederhana diperoleh :
h
Y7 ia0) = N = [K(cosl) - D7 (51 nl)?
—(2M + K + 2) coslir) + K]
((cos]ﬁr) — 1) K(si nhr))(M+K+5)) (36)
Berdasarkan bentuk persamaan potensial efektif dari
potensial non-sentral Scarf hiperbolik plus Rosen-
Morse trigonometrik bagian polar pada pers. (15),

dapat dimisalkan persamaan superpotensialnya
sebagai berikut :

W(8) = A cot(8) —g (37)
Dengan menggunakan persamaan (18) yaitu :
h
Vorp—Eg =W?(r) ——W'(r
err— Eo ™) Nor )
maka diperoleh :
2
A%csé(08) — 2B cot(h) +%—A2 +
h _ ﬁv’(v’ﬂ) _ﬁ _
A csé(0) = stk cot(e) —E; (38)
atau
(42 + = 4)cs€(0) — 2B co(9) + 5 — A% =
V2m A2
hZ v'(v'+1) h?
E sin2(8) ——Huc Ot(g) - EO (39)

Dengan menyamakan ruas kiri dan kanan, diperoleh :

A ,
A=-—('+1) (40a)
2
B="*k (40b)
Dan dldapatkan persamaan spektrum energi tingkat
dasar sebagai berikut :

Eo= - (- 0 +10?) (400)

Dengan mensubtitusikan pers.(40a) dan pers.(40b) ke
pers.(37), maka persamaan superpotensial untuk
potensial non-sentral Scarf hiperbolik plus Rosen-
Morse trigonometrik dapat ditulis kembali sebagai
berikut :

we) = ——((U +1)cot(8) — o +1)> 41
schingga
W2(0) = = v + 1)2cs2(0) — £ cotd) +

2 5 2m m
h_ H _ ’ 2
2m ((v’+1)2 (l} + 1) ) (42)
dan
! _ L !

w'(8) = m(v + Dcsé(s) (43)
Berdasarkan persamaan superpotensial ini dapat
ditentukan ~ pasangan  potensial supersimetri

V_(x; aj)dan V+(r; aj). Dimana V_ (x; aj) ditentukan
dengan menggunakan pers.(4a), sedangkan V, (r; a j)
ditentukan dengan menggunakan pers.(4b). Dengan
mensubtitusikan pers.(42) dan (43) ke dalam pers.(4a)
diperoleh :

V.(6;a0) = 2 (' + 1)2cs8(6) — ¥ cor(0) +

» (m—(u +1?) - L+ 1)esé(@)  @4)
atau

V.(6;a0) = —=v'( +1)cs@(0)——cot(0)+
- ((v +21)2 - (U + 1) ) (45)

Sedangkan dengan mensubtitusikan pers.(42) dan (43)
ke dalam pers.(4b) diperoleh :

V(6 a0) = 1 ' + DZcs€(8) — " cot(6) +

Lis (& +21)z — @+ D)+ @+ 1esé(d)  (46)
atau
Vi(0a0) = - ' + D'+ 2)csé(6) —
h—cot(9)+—(( +1)2_(v +1)? ) 47
Dari kedua pers.(45) dan (47), diketahui
a, =v' (48a)
a,=@W+1) (48b)

Dengan mengoperasikan pers.(48a) dan (48b) ke
pers.(4a) diperoleh :

V.Ga) =2 + DO’ + 2)cse(6) —
h—cot(6)+—( - @ +2))

('+2)? (49)
Dengan mensubtitusikan pers.(47) dan (49) ke
pers.(28) diperoleh

2 uZ
R(a,) = ((v e @' +1)° ) ((v 122
@+ 2)2) (50)
Dengan cara yang sama dapat diperoleh R(a,), R(a3),

.., R(ay). Sehingga dapat digeneralisasi sebagai
berikut :

Yk=1R(ay) = —(m— @ +1)* )
h2 u?
%(((v’+1)+n)2 h ((U +D+ n) ) D
Berdasarkan pers (5), maka diperoleh :
) _ h? u?
En ((U '+1)?2 N (l} + 1) ) 2m (((v +1)+n)
(@+D+n) ) (52)

Dengan mensubtitusikan pers.(40c) dan (52) ke
pers.(7) yaitu :

E, =ES +E,
didapatkan :

=2 (e 2__ e
E, = 2m <((U D+ n) ((v’+1)+n)2) (33)

h? 1\2 .
KarenaE' = Py (l + 5) , maka diperoleh hubungan
antara m, /, dan n sebagai berikut :

= ' 2 ___ ¥ ) _1
j((v +1+n) ) "3
denganv’ = \Jv(v + 1) + m? — %

Dimana berturut-turut, / merupakan bilangan kuantum
orbital, m adalah bilangan kuantum magnetik, dan n
adalah bilangan kuantum radial. Untuk menghindari

(54)
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kekeliruan dengan bilangan kuantum utama, maka
untuk bilangan kuantum radial disimbolkan dengan
n,.. Sehingga pers.(54) ditulis :

l=\/((v'+1+nr)2—L)—§ (55)

(v’+1+n)2
Sebagaimana pada bagian radial, persamaan fungsi
gelombang bagian polar untuk potensial non-sentral
Scarf hiperbolik plus Rosen-Morse trigonometrik
ditentukan dengan menggunakan metode operator
supersimetri. Dengan mensubtitusikan pers.(41) ke
dalam pers.(8) yaitu :

/2 0
o (65 a0) = Nexp[—Tm f W(e)de]
sehingga

_ ) h ,
1,[)5 )(9;a0)=Nexp{—@f (—ﬁ<(u +1)coth —

6%5>>d4 (56)
dan diperoleh :

. k4
o (6;a0) = N(si 9)(?+1)e (%) (57)

Persamaan (57) merupakan persamaan umum fungsi
gelombang tingkat dasar untuk potensial non-sentral
Scarf hiperbolik plus Rosen-Morse trigonometrik
bagian polar.

Sedangkan untuk fungsi gelombang tingkat satu
ditentukan dengan mengoperasikan operator penaik
(A™) (pers.(9)) ke dalam persamaan gelombang tingkat
dasar (pers.(57)) dengan menggunakan pers.(10), yaitu

1!’1(_)(9; ap) = A*(6; ao)lp(()_)(ei a;)
_ hod

makay,; 7 (6; ao) = [—ﬁﬁ

w©)| e ®;a)

schingga

1!’1(_)(9: ap) = [_

(58)

A d ,
EE_E<(U +1)cotf —

, __Ht 4
d )] N(si ) +2)e (+2) (59)

'+1)

Dan dengan penjabaran sederhana diperoleh :
- h 2v'+3 .

lpl( )(giao) = ﬁN((—( v )Sl 0 —

W'+2)@'+1)

. __k
(2v'+3)c os@) (si ) +e w2’ (60)

4. Kesimpulan

Spektrum energi dan fungsi radial diperoleh dari
penyelesaian persamaan Schrodinger bagian radial,
sedangkan fungsi gelombang bagian sudut dan
bilangan kuantum orbital diperoleh dari persamaan
Schrodinger bagian sudut polar. Spektrum energi dan
bilangan kuantum orbital ditentukan dengan sifat
shape invariance. Penentuan fungsi gelombang
tingkat dasar bagian radial ditentukan dengan sifat
lowering operator dan fungsi gelombang tereksitasi

ditentukan dengan sifat raising operator.Baik untuk
bagian radial maupun bagian polar ditentukan dengan
menggunakan sifat lowering operator dan raising
operator.
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