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Abstrak 

Pada persamaan medan gravitasi Einstein terdapat konstanta kosmologi sebagai konstanta alam yang 
menjelaskan model mengembangnya alam semesta dan yang paling dominan terdapat di jagad raya ini 
adalah dalam bentuk energi gelap (dark energy). Kami meninjau model objek dua fluida tidak terkopel, 
seperti layaknya materi gelap (dark matter) atau bintang yang memiliki karakteristik tensor energi-
momentum dan kecepatan-4 nya yang berbeda serta bersifat anisotropik, kemudian disatukan sebagai 
model dua fluida untuk ditinjau persamaan TOV (Tolman-Oppenheimer-Volkoff) dan persamaan 
geodesiknya dalam menunjukkan sifat gerak dan model dua fluida tersebut. Hasil perhitungan 
menunjukkan bahwa model ini dapat menjelaskan persamaan potensial efektif dengan tambahan 
konstanta kosmologi sebagai karakteristik gerak dan kecepatan tangensial partikel uji dalam orbit 
lingkaran stabil. 

Kata-kata kunci: konstanta kosmologi, anisotropik, potensial efektif, kecepatan tangensial. 

Abstract 

In Einstein's gravitational field equation has been found the cosmological constant as the natural 
constant that describes the universe's expansion model and the most dominant in the universe is the dark 
energy form. We review the two objects of fluid models are not coupled, like dark matter or stars which 
has the different characteristic energy-momentum tensor and four velocities and anisotropic tend, then 
combined as two-fluid models for TOV (Tolman-Oppenheimer-Volkoff) equation and the geodesic 
equation to characterize the movement and the two fluid models. The calculation result shows that this 
model can explain the potential equation with an addition of an effective cosmological constant as the 
movement characteristic and tangential velocity of a tested particle in a stable circular orbit. 

Keywords: cosmological constant, anisotropic, effective potential, tangential velocity. 

PENDAHULUAN 

Observasi alam semesta yang kian berkembang pesat hingga sekarang, membuat para ilmuwan 
dapat menggagas teori model objek apapun di alam semesta. Model statis dapat diprediksi 
berdasarkan persamaan medan gravitasi Einstein melalui cara meninjau dua fluida statis yang 
memiliki perbedaan pada parameter termodinamika dan kecepatan-4 (kecepatan pada masing–masing 
dimensi atau koordinat) di setiap objek statis tersebut dengan mengasumsikannya sebagai materi 
gelap [1]. Model dua fluida tersebut dapat dideskripsikan sebagai fluida–tercampur anisotropik di 
mana ada perbedaan tekanan di sekitar permukaan objek fluida yakni tekanan radial dan tekanan 
tangensial. Dengan kondisi yang seperti itu, memungkinkan model materi gelap dua fluida statis 
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tersebut mengikuti geometri statik simetri bola yang berhasil dijelaskan oleh metrik Schwarzschild 
dalam mempelajari geometri objek dalam koordinat bola (ruang waktu dijadikan dalam satu metrik) 
[2]. 

Pencarian akan model objek fluida statis membuat penelitian ini ingin mempelajari lebih lanjut 
mengenai keadaan anisotropiknya jika ditambahkan konstanta kosmologi pada persamaan medan 
gravitasi Einstein yang memiliki hubungan erat dengan tensor energi–momentum yang 
dihasilkannya. Penambahan konstanta kosmologi pada penelitian ini dimulai dari persamaan medan 
gravitasi Einstein untuk melihat bentuk tensor energi–momentum yang dihasilkan berdasarkan objek 
dua fluida statis yang memiliki kecepatan–4 yang berbeda. Menggunakan metrik Schwarzschild 
sebagai asumsi bahwa model dua fluida statis ini memiliki geometri simetri bola terhadap ruang dan 
waktu sehingga ruas kiri pada persamaan medan gravitasi Einstein menjelaskan kelengkungan ruang 
di sekitar objek [3]. Kemudian akan didapat persamaan TOV untuk menjelaskan sifat dan 
kemungkinan yang akan terjadi terhadap kondisi anisotropik objek dengan parameter kecepatan 
tangensial partikel uji dalam orbit lingkaran stabil yang berbanding lurus dengan kerapatan fluida. 
Asumsikan kembali bahwa dua fluida ini memiliki kerapatan yang sama sehingga kecepatan 
tangensial keduanya akan didapat [1]. Tidak hanya itu, persamaan geodesik dalam mengkarakteristik 
sifat gerak model dua fluida tersebut akan didapat dan menunjukkan bahwa model ini dapat 
menjelaskan persamaan potensial efektif dengan tambahan konstanta kosmologi sebagai karakteristik 
gerak partikel uji di sekitar objek tersebut [4]. 

METODE PENELITIAN 

Dalam penelitian ini digunakan tensor energi– momentum sebagai model dua fluida tercampur 
anisotropik 

( ) ( )1 1 1 2 2 2T P U U Pg P W W P gµν µ ν µν µ ν µνρ ρ= + − + + −  (1) 
 
dengan 1=µ

µUU  dan 1=µ
µWW . 

Dengan menggunakan konvensi 1==Gc , kami gunakan metrik Schwarzschild  
222)(2)(2 Ω−−= drdredteds rr λν  (2) 

 
dengan 2222 sin φθθ ddd +=Ω . 

Persamaan medan gravitasi Einstein dengan tambahan konstanta kosmologi 

µνµνµνµν πTgRgR 8
2
1

=Λ+−  (3) 

dengan menggunakan aturan tensor dan kalkulus, maka didapatkan persamaan TOV dan kecepatan 
tangensial partikel uji dalam orbit lingkaran stabil. 
 

Dalam menentukan model sifat gerak dua fluida ini digunakan persamaan geodesik 
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di mana µ

ρσΓ disebut sebagai simbol Christoffel. 
Di sini digunakan timelike killing vectors sebagai bentuk konservasi energi 
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dan besar kekekalan momentum angular dengan asumsi 2πθ = di mana 
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sehingga didapatkan persamaan energi dan potensial efektif model sistem partikel 
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dan kemudian diperoleh potensial efektif )(rV dengan tambahan suku konstanta kosmologi ini [4]. 

HASIL DAN PEMBAHASAN 

Hasil yang didapat dari penelitian ini berawal dari bentuk tensor energi – momentum dua fluida 
tercampur anisotropik yang sesuai dengan persamaan (1) dengan asumsi transformasi kecepatan–4 
kami pilih [5, 6] 

α
ρ
ρα µµµµ sincos*

11

22 W
P
PUUU

+
+

+=→  

α
ρ
ρα µµµµ sincos*

22

11 U
P
PWWW

+
+

−=→  

(8) 

 
yang merepresentasikan sebuah rotasi pada vektor kecepatan-4 dalam koordinat ( )µµ WU ,  di mana 
persamaan (1) adalah invarian, sehingga ( ) ( )**,, WUTWUT µνµν =  dan dipilih *U  dan *W  
menjadi timelike dan yang lainnya dijadikan spacelike. 

Gunakan kondisi 0** =µ
µ WU  pada persamaan (8) maka didapatkan sudut rotasi 

( )( )
( ) ( ) µ

µ
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α WU
PP
PP
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++
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Selanjutnya [1], definisikan besaran berikut 
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( ) ( )2111 ** PPUUPVVT +−+== α
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( ) ( ) α
α
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µν ρχχ **2221 WWPPPT +−+==Ψ  

21 PP +=Π  
 
sehingga tensor energi – momentum dua fluida tercampur anisotropik ini dapat dituliskan 

( ) ( ) µννµνµµν χχε gVVT Π−Π−Ψ+Π+=  (10) 
 
yang memenuhi aturan 1=µ

µVV  (timelike) dan 1−=µ
µχχ  (spacelike) serta 0=µ

µχV  [6]. 
Rapat energi ε  dan tekanan radial Ψ  juga dapat dituliskan sebagai 

( ) ( ) ( )( ) ( )[ ]14
2
1

2
1 2

2211
2

21212121 −+++++++−−+= µ
µρρρρρρε WUPPPPPP  
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( ) ( ) ( )( )( )22211
2

22112121 4
2
1

2
1

µ
µρρρρρρ WUPPPPPP +++−−++−−+−=Ψ  

(12) 

 
Pada koordinat bola dapat dituliskan sebagai φθ ==== 3210 ,,, xxrxtx dan kami pilih 

10
0 =VV , 0321 === VVV serta 11

1 −=χχ 0320 === χχχ . Kemudian tensor energi–momentum pada 
persamaan (10) dapat dituliskan berdasarkan komponen pada koordinat bola, yakni 

ε=0
0T , Ψ−=1

1T , Π−== 3
3

2
2 TT  di mana ε  adalah total rapat energi dua fluida tercampur anisotropik, 
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rP=Ψ  adalah tekanan di sepanjang arah radial, dan 
⊥=Π P  adalah tekanan tangensial dengan r yang 

konstan di setiap permukaannya. 
Kemudian digunakan metrik Schwarzschild pada persamaan (2) sebagai model materi gelap dua 

fluida simetri bola untuk menentukan tensor metrik dalam bentuk matriks untuk masing–masing 
koordinat 





















−
−

−
=

θ

λ

ν

µν

22

2

sinr
r

e
e

g
 

(13) 

 
Gunakan persamaan medan gravitasi Einstein pada persamaan (3) untuk menentukan tensor 

metrik tersebut, dan didapatkan persamaan 
2
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sehingga persamaan TOV didapat 
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Persamaan (16) dipenuhi sebagai konsekuensi dari kekekalan tensor energi – 

momentum, 0=∇ µ
νµT . 

Kurva rotasi objek ini memberikan metode arah yang sangat penting bagi analisis medan gravitasi 
di dalam galaksi spiral. Kecepatan objek ini dapat dihitung menggunakan 
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untuk orbit lingkaran stabil dipilih dr/dt = 0 dan kecepatan tangensial yang dimiliki partikel uji ini 
dapat dinyatakan sebagai ( )222 dtdrevtg Ω= −ν . Kekekalan momentum angular φ2rL =  dan energi 

teE r


)(ν= , sehingga kecepatan tangensial dapat ditulis 2222 ErLevtg
ν= dengan 2πθ = . Karena E dan L 

bernilai eksplisit, maka kecepatan tangensial dapat dinyatakan dengan 2/'2 νrvtg =  [1], sehingga 
diperoleh kecepatan tangensial partikel uji ini sebagai fungsi rapat massa total materi gelap dari 
persamaan (15), yaitu 

( ) 321
34)( 3

33
2

rrMr
rrMrvtg Λ−−

Λ−Ψ+
=

π  (18) 

 
Persamaan (16), dapat dituliskan mengikuti persamaan (18) menjadi 

( ) ( )Ψ−Π+
Ψ+

−=
Ψ

r
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rdr
d

tg
2)(2ε  (19) 

 
Selanjutnya, gunakan persamaan (5) dan (6) untuk menentukan potensial efektif yang 

disubtitusikan ke dalam persamaan 

κ
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d
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d
dxg  
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dengan mengganti indeks tersebut dengan koordinat ruang-waktu, sehingga akan didapatkan 
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Dengan menyederhanakan bentuk persamaan (22), maka akan didapat model persamaan potensial 

efektifnya adalah 

( )22
3

2

2

2

622
1)( rL

r
ML

r
L

r
MrV κκκ +

Λ
−−+−=  

(24) 

Dimana suku – suku di ruas kanan memiliki karakteristik yang berbeda. Suku pertama hanyalah 
sebuah konstanta, suku kedua merupakan potensial gravitasi Newton, suku ketiga disebabkan karena 
partikel uji berotasi, suku keempat merupakan kontribusi dari teori relativitas umum (suku yang 
memberikan nilai eksak yang sesuai dengan presesi perihelion Merkurius), dan suku kelima ada 
karena penambahan konstanta kosmologi pada persamaan medan gravitasi Einstein. Ini menunjukkan 
bahwa eksistensi materi gelap juga dapat diperhitungkan dalam mengkarakteristik gerak rotasi pada 
sebuah objek. 

Berdasarkan persamaan (24) ditampilkan grafik potensial efektif terhadap jarak lintasan r 
sebagaimana diasumsikan bahwa objek ini bersifat masif, 1=κ . Untuk keadaan gravitasi Newton 
hanya melibatkan tiga suku pertama di ruas kanan (Gambar 1). Bila dimasukkan faktor gravitasi 
Einstein, suku keempat diikutsertakan (Gambar 2). Bila ditambah konstanta kosmologi membuat 
semua suku kanan pada persamaan (24) dilibatkan, 

  
Gambar 1. Potensial Efektif di keadaan Gravitasi Newton Gambar 2. Potensial Efektif di keadaan Gravitasi Einstein 

 
Gambar 3. Potensial Efektif di keadaan Gravitasi Einstein dengan tambahan Konstanta Kosmologi 
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dengan warna merah L = 2, biru L = 3, hijau L = 4, dan cyan L = 5. 

Berdasarkan perbandingan grafik potensial efektif yang ditampilkan di atas bahwa objek ini 
memiliki variasi nilai V(r) yang signifikan pada r yang kecil dan konstan pada nilai tertentu dengan r  
yang sangat jauh (perhatikan kembali gambar 1 dan 2), ini menunjukkan bahwa partikel uji yang 
sangat jauh dari objek masif tersebut akan mengalami lintasan orbit yang konstan setelah mengalami 
orbit lingkaran stabil pada nilai maksimum V(r) yang terlihat pada gambar 1 dan 2. Tetapi berbeda 
dengan gambar 3, bahwa penambahan adanya konstanta kosmologi di dalam persamaan (24) 
menunjukkan bahwa orbit lintasan partikel uji di sekitar objek masif ini menjadi stabil dan bergerak 
konstan di berapapun nilai r. Hadirnya konstanta kosmologi membuat objek masif tertahan dalam 
proses ekspansinya. Model persamaan (24) tersebut dapat merepresentasikan model objek masif 
layaknya materi gelap yang ekspansinya dapat tertahan untuk sementara waktu sedemikian 
menjadikannya stabil dalam gerak orbitnya di mana hal ini karena didukung keberadaan komponen 
konstanta kosmologi di alam semesta [7, 8]. 

SIMPULAN 

Berdasarkan perhitungan yang telah didapatkan bahwa model objek materi gelap dua fluida statis 
tercampur anisotropik memiliki karakteristik yang sama dengan model bintang statik yang terlihat 
dari persamaan TOV yang dihasilkannya. Dua fluida statis ini telah berubah menjadi satu objek 
kompak tidak terkopel dengan karakter memiliki besaran kecepatan tangensial dalam kondisi berotasi 
dan juga besaran potensial efektif. Dari kondisi ini dapat dibuktikan bahwa geometri ruang-waktu di 
sekitar objek juga akan dipengaruhinya. Dengan asumsi bahwa konstanta kosmologi juga eksis di 
alam semesta yang memberikan penjelasan yang cukup lengkap mengenai kestabilan suatu model 
objek masif dan melambatkan ekspansinya walaupun sementara saja, sehingga asumsi dengan adanya 
penambahan konstanta kosmologi pada penelitian ini dapat mempengaruhi ruang-waktu di 
sekitarnya, walaupun dalam faktanya adalah nilai eksak konstanta kosmologi ini hanya 12210~ −  dalam 
satuan Planck yang pada hakikatnya nilai ini sangatlah kecil dibandingkan ukuran alam semesta [8]. 
Namun riset terhadap konstanta kosmologi masih tetap ada sebagai bentuk observasi keberadaan 
energi gelap. 
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